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GEWIDMET. 


Vorwort. 

Die  Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen  ist  als  eines  der 
allerwichtigsten  Kapitel  der  mathematischen  Wissenschaft  anzusehen; 
sind  doch  die  Primzahlen  die  Bausteine,  aus  denen  die  ganzen  Zahlen 
zusammengesetzt  sind,  und  die  ganzen  Zahlen  das  Fundament,  auf  dem 
sich  nach  Hinzufügung  der  nicht  ganzen  Zahlen  imd  der  Funktionen 
das  Gebäude  der  Analysis  erhoben  hat.  Daher  sind  die  Probleme, 
um  welche  es  sich  in  diesem  Werke  handelt,  auch  dem  Laien  ver- 
ständlich; ihre  Lösung  aber  ist  den  größten  Mathematikern  des  neun- 
zehnten Jahrhunderts  nicht  gelungen  und  ist  erst  einer  jüngeren 
Generation  und  der  Zeit  vom  letzten  Dezennium  des  verflossenen 
Jahrhunderts  an  vorbehalten  geblieben.  Manches  wichtige  Problem 
harrt  noch  heute  seiner  Erledigung. 

Die  Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen  entbehrte  noch 
vor  kurzem  überhaupt  der  sicheren  Grundlage,  während  es  jetzt  ge- 
lungen ist,  eine  Reihe  von  Sätzen  zu  beweisen,  welche  man  früher 
nur  durch  heuristische  Begründungen  plausibel  machen  konnte.  Der 
Anstoß  dazu  wurde  durch  Herrn  Hadamard  gegeben;  er  hat  durch 
seine  tiefen  funktionentheoretischen  Untersuchungen,  deren  Publikation 
1888  begann,  die  Mittel  geschaffen,  um  die  schon  von  Riemann  für 
den  vorliegenden  Zweck  eingeführte  sogenannte  Zetafunktion  erfolg- 
reich anzuwenden.  Die  so  entstandene,  noch  junge  Disziplin  hat  eine 
zusammenhängende  Darstellung  mit  Ausführung  der  Beweise  bisher 
nicht  gefanden.  Das  ausgezeichnete,  1894  erschienene  Lehrbuch  der 
analytischen  Zahlentheorie  von  Herrn  Bachmann  (Leipzig,  Teubner), 
dem  ich  seinerzeit  die  Anregung  zur  Beschäftigung  mit  diesem  Thema 
verdankte,  konnte  "  noch  keine  Darstellung  jener  neueren  Methoden 
und  Beweise  enthalten,  da  dieselben  damals  in  der  Hauptsache  noch 
nicht  veröffentlicht  waren.  Ferner  ist  eine  ausführliche  Monographie 
über  das  Primzahlproblem  von  Herrn  Torelli  im  Jahre  1901  er- 
schienen, unter  dem  Titel:  Sulla  totalitä  dei  numeri  primi  fino 
a  un  limite  assegnato  (Atti  deUa  Reale  Accademia  delle  Scienze 
Fisiche  e  Matematiche,  Napoli,  Ser.  2,  Bd.  11,  No.  1).  Herr  Torelli 
bespricht  zunächst  die  älteren  Arbeiten;  er  gibt  dann  eine  recht  voll- 
ständige Übersicht  über  die  in  neuerer  Zeit  (bis  zum  Jahre  1901)  ge- 
wonnenen Resultate  und  führt  auch  die  rein  zahlentheoretischen  Teile 
der  Beweise  größtenteils  näher  aus.  Jedoch  erwähnt  er  die  neueren 
funktioneutheoretischen   Hilfsmittel   meist   ohne   Beweis   und   begnügt 
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sich  bei  der  Darstellung  der  Anwendungen  der  Funktionentheorie  auf 
die  Primzahltheorie  meist  mit  einer  kurzen  Skizze  des  Beweisganges. 
Dadurch  erleichtert  er  dem  Leser  das  Studium  der  Origiualabhand- 
lungon;  er  l)eabsichtigt  aber  nicht,  ihm  die  BcAveise  der  Sätze  aus  der 
Primzahltheorie  olmo  Hinzuziehung  der  üriginahihhandluugen  zugäng- 
lich zu  machen. 

Das  Bedürfnis  nach  einem  Lehrbuch  der  Primzahltheorie  ist  also 
bisher  nicht  erfüllt  worden.  Ein  um  die  Wende  des  Jahrhundorts 
erschienenes  Lehrbuch  wäre  auch  schon  veraltet,  da  seitdem  eine  Reihe 
größerer  Abhandlungen  erschienen  ist,  welche  alle  wesentlichen  früher 
erlangten  Resultate  durch  einheitliche  Methoden  und  auf  erhel)lich 
abgekürzten  Wegen  herleiteten  und  eine  Reihe  weiterer  Ergebnisse 
hinzufügten,  die  auf  den  alten  Wegen  unei-reicht  geblieben  waren. 
Lisbesondere  gelang  es,  ganz  bestimmte  Vermutungen  zu  beweisen  — 
oder  zu  widerlegen  (meist  ersteres),  welche  schon  Jahrzehute  hindurch, 
zum  Teil  schon  seit  Euler,  in  der  Literatur  ausgesprochen  waren. 
Da  jene  neueren  Abhandlungen  fast  ansnahmslos  einen  und  denselben 
Verfasser  haben,  wird  der  Leser  es  diesem  nicht  verdenken,  wenn  er 
hiermit  einen  langgehegten  Plan  ausführt,  im  Zusammenhange  die  ge- 
sicherten Wahrheiten  der  Primzahltheorie  mit  vollständigen  Beweisen 
darzustellen. 

Bevor  ich  dies  unternahm,  habe  ich  zur  gründlichen  Durcharbeitung 
des  Stoffes  in  einer  einstündigen  Vorlesung  an  der  Berliner  Universität 
„Theorie  der  Riemann'schen  Zetafunction,  mit  Anwendung  auf  die 
Zahlentheorie"  im  Sommersemester  1903  und  namentlich  in  zwei  vier- 
stündigen Vorlesungen  „Über  die  Verteilung  der  Primzahlen"  in  den 
Sommersemestern  IIHIS  (Berlin)  und  1909  (Göttingen)  die  Hauptkapitel 
des  vorliegenden  Werkes  vorgetragen;  einer  meiner  Schüler,  der  auch 
die  zweite  Berliner  Vorlesung  gehört  hat  und  schon  selbst  mit  Erfolg 
produktiv  in  diesem  Gebiet  tätig  war,  Herr  Di*.  Walter  Schnee,  war 
so  freundlich,  mich  bei  der  Durchsicht  der  Korrekturbogen  zu  unter- 
stützen. Ich  benutze  ferner  gern  diese  Gelegenheit,  um  meinem  Freunde 
und  Studiengenossen  Dr.  Rudolf  Ziegel,  Dozenten  an  der  Handels- 
hochschule Berlin  und  Mathematiker  der  Vorsicherungsgesellschaft 
,,Victoria",  meinen  Dank  dafür  auszusprechen,  daß  er  sich  der  liebens- 
würdigen Mühe  unterzogen  hat,  die  Druckbogen  nicht  nur  dieses 
W^erkes,  sondern  auch  meiner  sämtlichen  mathematischen  Abhandlungen 
von  der  Dissertation  (1899)  an  ))is  jetzt  durchzusehen.  Ich  spreche 
auch  der  Firma  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  meinen  besten  Dank  für 
die  schöne  Ausstattung  dieses  Werkes  und  für  ihr  Eingehen  auf  zahl- 
reiche Wünsche  aus. 
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Ich  bemerke  ausdrücklicli,  daß  ich  aus  der  Zahlentheorie  nur  die 
allerersten  Anfangsgründe  voraussetze:  Die  Tatsache,  daß  jede  ganze 
Zahl  eindeutig  in  Primfaktoren  zerlegbar  ist,  und  —  vom  zweiten 
Buch  an  —  die  einfachsten  Sätze  über  Kongruenzen.  Auch  aus  der 
Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Variablen  setze  ich  zwar 
gründliche  Beherrschung  ihrer  Elemente  (also  des  C au chy sehen  Inte- 
gralsatzes mit  seinen  klassischen  Folgerungen)  voraus,  nicht  aber  neuere 
Sätze  (wie  etwa  die  Hadamardsche  Theorie  der  ganzen  transzendenten 
Funktionen),  welche  ich  durchweg  im  Verlaufe  meiner  Darstellung 
entwickle,  soweit  ich  sie  gebrauche. 

In  einer  langen  Einleitung  gebe  ich  eine  ausführliche  historische 
Übersicht  über  die  wichtigsten  Etappen  der  Entwicklung  des  Prim- 
zahlproblems und  die  präzise  Formulierung  der  in  der  Folge  zu  be- 
weisenden Hauptsätze.  Übrigens  bezieht  sich  diese  Einleitung  nur 
auf  die  zwei  ersten  Bücher;  jedes  der  vier  späteren  Bücher  erhält 
seine  eigene  historische  Einleitung. 

Das  erste  Buch  beschäftigt  sich  vor  allem  damit,  einen  Satz  zu 
beweisen  und  in  seinen  tiefsten  Gründen  zu  beleuchten,  welcher  kurz 
als  der  „Primzahlsatz"  bezeichnet  wird  und  überhaupt  als  das  wichtigste 
Theorem  der  Primzahltheorie  anzusehen  ist;  derselbe  besteht  in  der 
Gleichung 

Jim —  =  1, 

.x=oo  ^ 

logx 

wo  71  (x)  die  Anzahl  der  Primzahlen  ^x  und  log  a;  den  natürlichen 
Logarithmus  von  x  bezeichnet.  Dieser  Satz  ist  schon  von  Gauß  in 
seiner  Jugend  vermutet  worden;  er  wurde  aber  erst  im  Jahre  1896 
bewiesen,  und  zwar  gleichzeitig  von  Herrn  de  la  Vallee  Poussin 
und  Herrn  Hadamard  (von  letzterem  in  einer  etwas  anderen  Gestalt, 
die  sich  leicht  in  die  obige  überführen  läßt). 

Im  ersten  Teil  (dem  Beginn  des  ersten  Buches)  zeige  ich,  wie 
weit  man  in  dieser  Richtung  mit  ganz  elementaren  Methoden  gelangen 
kann;  darunter  verstehe  ich  solche,  welche  mit  endlichen  Summen 
operieren,  und  nehme  natürlich  keinen  Anstand,  zur  Abschätzung 
endlicher  Summen  die  Hilfsmittel  der  Integralrechnung  zu  benutzen. 
Im  zweiten  Teil  zeige  ich  die  Tragweite  der  Einführung  einer  be- 
stimmten Klasse  unendlicher  Reihen  mit  reeller  Variablen;  es  sind 
dies  die  sogenannten  Dirichletschen  Reihen  vom  Typus 

CO 

n  =  l 
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Übriorens  liefert  diese  Einführuiiff  nicht  viel  mehr  als  die  elementaren 
Methoden  und  macht  nur  mantdieii  Zusamnieiih;ing  übersichtlicher. 
Erst  im  dritten  Teil,  der  die  klassischen  Hilfsmittel  aus  der  Theorie 
der  Funktionen  einer  komplexen  Variablen  hinzunimmt,  beweise  ich 
den  Primzahlsatz  und  noch  schärfere  h'elationen  über  :t(x)  mit  vielen 
Folgerungen.  Für  den  Beweis  des  Primzahlsatzes  schlage  ich  einen 
anderen  Weg  ein  als  seine  beiden  Entdecker  und  schließe  mich  an 
eine  von  mir  im  Jahre  1903  veröffentlichte  Abhandlung  an.  Die 
Methode  unterscheidi-t  sich  dadurch  wesentlich  von  den  beiden  älteren, 
daß  ich  die  Hadamardsche  Theorie  der  ganzen  transzendenten  Funk- 
tionen nicht  benutze,  sondern  um  so  rascher  mit  den  klassischen 
funktionentheoretischen  Hilfsmitteln  allein  zum  Ziele  gelange.  Im 
vierten  Teil  entwickle  ich,  soweit  ich  sie  gebrauche,  die  Hadamardschen 
Sätze  über  ganze  transzendente  Funktionen  und  deren  Anwendungen 
auf  die  Verteilung  der  Xullstellen  der  Riemannschen  Zetafunktion 
und  auf  das  Primzahlproblem.  Bei  dieser  Gelegenheit  beweise  ich 
auch  eine  von  Riemann  heuristisch  hergeleitete  und  erst  von  Herrn 
von  Mancroldt  bewiesene  Identität  für  die  Anzahl  der  Primzahlen 
unter  einer  gegebenen  Größe. 

Das  zweite  Buch  behandelt  die  Primzahlen  einer  arithmetischen 
Progression,  deren  Anfangsglied  und  Differenz  teilerfremd  sind.  Die 
zwei  ersten  Teile  des  zweiten  Buches  (Teil  5 — 6  des  Werkes)  sind 
übrigens  von  dem  langen  und  schwierigen  Teil  4  (im  ersten  Buch) 
unabhängig  und  können  in  unmittelbarem  Anschluß  an  Teil  3  gelesen 
■werden.  Teil  5 — 7  entsprechen  in  ihrer  Anlage  den  Teilen  2 — 4  im 
ersten  Buch;  auf  die  Vermeidung  Dirichletscher  Reihen  (wie  im 
Teil  1)  habe  ich  hier  als  unlohnend  verzichtet.  Es  enthält  also  Teil  5 
die  Anwendung  der  Dirichletschen  Reihen  mit  reellen  Variabein, 
insbesondere  den  berühmten  Dirichletschen  Beweis  vom  Vorhandensein 
unendlich  vieler  Primzahlen  in  der  Progression,  Teil  6  die  Anwendung 
der  klassischen  funktionentheoretischen  Hilfsmittel  auf  die  betreffenden 
Dirichletschen  Reihen  als  Funktionen  komplexen  Argumentes,  Teil  7 
das  Studium  der  Verteilung  der  Xullstellen  dieser  Funktionen  unter 
Anwendung  aller  zu  Gebote  stehenden  Hilfsmittel.  Insbesondere  be- 
weise ich  im  Teil  6  u.  a.  für  die  Anzahl  n[x)  der  Primzahlen  ^  x 
in  der  Progression  ky  +  /  die  Relation 

lim  _I^'^  =  _  — 

log  X 
welche   dem  Primzahlsatz   entspricht   (und    wo  (f(k),  wie  gewöhnlich, 
die   Anzahl   der  teilerfremden   Restklassen   modulo   /."  bezeichnet),   im 
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Teil  7  u.  a.  eine  genaue  Formel  für  die  Primzahlmenge  der  Progression, 
welche  die  Riemannsche  verallgemeinert.  Teil  8  enthält  einige  An- 
wendungen der  gefundenen  Ergebnisse  auf  andere  mathematische  Probleme. 
Im  dritten  Buch,  welches  ohne  Kenntnisnahme  des  zweiten  Buches 
gelesen  werden  kann,  behandle  ich  analog  zwei  mit  (i(n)  und  k(n) 
bezeichnete  zahlentheoretische  Funktionen  (die  sogenannte  Möbiussche 
und  Liouvillesche  Funktion)  und  im  vierten  Buch  dieselben  Funktionen 
für  die  Zahlen  einer  arithmetischen  Progression. 

'  Im  fünften  Buch  löse  ich  einige  andere  Probleme  der  Primzahl- 
theorie, welche  dem  Leser,  der  sich  in  die  Methoden  eingearbeitet  hat, 
auch  dankbare  Stoffe  zu  eigenem  Schaffen  bieten  können. 

Im   sechsten  Buch  untersuche  ich  im  Zusammenhang  die  Eigen- 
schaften der  sogenannten  Di richlet sehen  Reihen  vom  speziellen  Typus 


CD 

2\ 


von  denen  im  vorangehenden  schon  so  manches  mitbewiesen  war,  und 
vom  allgemeineren  Typus 


n=  1 


a„e 


wo  die  A^  eine  beliebige  Folge  monoton  ins  Unendliche  wachsender 
Größen  sind. 

Die  Ausführlichkeit  der  Darstellung  soll  dem  Leser  das  Eindringen 
in  diese  schwierige  Materie  erleichtern;  in  den  Originalabhandlungen 
nehmen  naturgemäß  die  entsprechenden  Beweisführungen  oft  einen 
viel  geringeren  Raum  ein. 

Die  Titel  der  im  Laufe  des  Buches  benutzten  Abhandlungen  und 
vieler  weiterer  Arbeiten  über  die  Verteilung  der  Primzahlen  und  die 
damit  innig  verbunden e  Theorie  der  D  i r  i  c  h  1  e  t  sehen  Reih en,  insbesondere 
der  Zetafunktion,  sind  in  einem  besonderen  Literaturverzeichnis  zu- 
sammengestellt und  für  jeden  Autor  chronologisch  numeriert.  Da- 
bei habe  ich  auch  einige  Lehrbücher  genannt,  von  denen  natürlich 
meist  nur  einzelne  Kapitel  in  Betracht  kommen;  dagegen  habe  ich 
z.  B.  Primzahltabellen  unerwähnt  gelassen.  Dies  Verzeichnis  gestattet 
mir,  im  Texte  der  Einleitungskapitel  nur  die  Nummer  der  betreffenden 
Abhaudluns  und  die  Zahl  der  Seite  zu  zitieren:  diese  Zitate  haben 
übrigens  für  den  Leser,  welcher  die  Primzahltheorie  erst  kennen  lernen 
will,  keine  Bedeutung,  da  es  eines  Nachschlagens  der  erwähnten  Stellen 
zum  Verständnis  des  Textes  nicht  bedarf.  Im  weiteren  Texte  —  nach 
den    Einleitungskapiteln    —    habe    ich    grundsätzlich    auf   solche    Be- 
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merkungen  und  Fußnoten  verzichtet,  welche  die  Quellen  der  einzelnen 
Methoden,  Sätze,  Kunstgriffe  und  Beweise  angeben;  all  dies  ist  in 
einem  besonderen  ausl'ülirliclieu  Anhang  „Quellenangaben''  zusammen- 
ffestellt.  Dieser  Anhang  braucht  natürlich  von  dem  Leser,  dem  es 
nur  auf  das  Erlernen  der  Wahrheiten  ankommt,  nicht  durchgesehen 
zu  werden.  Benutzte  oder  historisch  erwähnte  Arbeiten  aus  anderen 
Gebieten  sind  nicht  im  Literaturverzeichnis  aufgeführt,  sondern  werden 
dort,  wo  sie  vorkommen,  in  extenso  zitiert. 

Ich  würde  mich  aufrichtig  freuen,  wenn  meine  Darstellung  ihr 
Ziel  erreicht,  die  Kenntnis  der  Beweise  für  die  Gesetze  der  Primzahl- 
verteilung recht  vielen  Mathematikern  zu  vermitteln.  Die  Schwierig- 
keit der  früher  ungelösten  Probleme  hatte  fast  jeden  von  der  Prim- 
zahltheorie abgeschreckt.  Möge  es  mir  gelungen  sein,  die  Wege  zu 
den  nunmehr  erreichten  Zielen  so  weit  geebnet  zu  haben,  daß  diese 
Wege  jetzt  von  vielen  betreten  und  fortgesetzt  werden. 

Göttingen,  den  13.  September  1909. 

Edmund  Landau. 
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EINLEITUNG. 

HISTORISCHE  ÜBERSICHT  ÜBER  DIE 
ENTWICKLUNG  DES  PRIMZAHLPROBLEMS. 


Erstes  Kapitel. 
Entwicklung  vor  Hadamard. 

§  1- 
Euklid. 

Unter  einer  Primzahl  versteht  man  eine  positive  ganze  Zahl, 
welche  von  1  verschieden  und  nur  durch  1  und  durch  sich  selbst 
teilbar  ist. 

Die  Reihe  der  Primzahlen  beginnt  mit 

2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  53,  59,  61,  07, 
71,  73,  79,  83,  89,  97,  •  •  ■. 

Der  Fundamentalsatz  der  Zahlentheorie  besteht  darin,  daß  jede 
ganze  Zahl  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  Primfaktoren  zerlegbar 
ist.     Wenn  also 

i>i  =  2,    2h  =  3,    ^^3  =  5,  •  •  •, 

allgemein  ^„  gleich  der  wten  Primzahl  gesetzt  wird  und  «  >  1  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  a  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
in  der  Form  a  =  d''^  ■  ■  ■  »'■' 

darstellbar,  wo  f  ^  1,  \  -^  a^  <i  a^  <.■•■<  a^.  ist  und  die  Exponenten 
6^,  •  •  •,  6^  sämtlich-  ^  1  sind. 

Schon  Euklid^)  hat  bewiesen,  daß  es  unendlich  viele  Primzahlen 
gibt;  aus  dem  obigen  Fundamentalsatz  folgt  dies  noch  nicht,  da  end- 
lich viele  Primzahlen  infolge  der  Willkür  der  Exponenten  bereits  un- 
endlich viele  Zahlen  erzeugen.  Euklids  Beweis  ist  einfach  folgender: 
Gäbe  es  nur  endlich  viele  Primzahlen  p^,  ^2^  '  '  '>Ppy  ^^  müßte  jede 
Zahl  >  1  durch  mindestens  eine  dieser  q  Primzahlen  teilbar  sein; 
aber  das  um   1   vermehrte  Produkt  jener  Zahlen 

P1P2  •  ■  •  i>p  +  1 
ist  weder  durch  2h  >  "Och  durch  2h}  "  '    ?  ^*^ch  durch  |;^,  teilbar,  da  es, 

1)  1,  S.  a88— 391. 

1* 
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durch  jede  dieser  Zahlen  geteilt,  den  Rest  1  läßt.     Also   gibt  es  un- 
endlich viele  Primzahlen. 

Es  werde  für  jedes,  auch  nicht  ganzzablige,  x  unter  .t(j)  die  An- 
zahl der  Primzahlen  <  x  verstanden,  d.  h.  für  x  <2  der  Wert  0,  für 
a*  >  2  die  Anzahl  der  Primzahlen  in  der  Reihe 

1,  2,  •  •  •,  M, 

wo  [j]  die  größte  ganze  Zahl  <x  bezeichnet;  es  ist  also 

%{x)  =  0     für  ^'  <  -, 

%{x)  =  1     für     2  <  JT  <  3, 

^{x)  =  2     für     ?y  <  .r  <  5, 


allgemein 

^{x)  =  n     für    p^<x<2)„  +  i. 

^{x)  ist  also  eine  rait  wachsendem  x  niemals  abnehmende  Funk- 
tion; d.  h.  für  x^  <  x^  ist 

7r{xj  <  71  ix.,). 

Ferner  wächst  nach  dem  Euklidschen  Satze  7c{x)  mit  x  ins  Unend- 
liche. Anders  ausgedrückt:  wenn  g  eine  beliebige  positive  Größe  ist, 
so  gibt  es  ein  l  =  i,{[/),  so  daß  für  alle  ./•  >  i. 

!t(X)  >  g 

ist.     Ich  schreibe  kurz 

lim  7i(x)  =  oo, 

^  =  00 

indem  ich  mich  gleich  bei  dieser  historischen  Übersicht  einheitlich 
der  modernen  Bezeichnungen  bediene. 


§2. 
Legeudre. 

Das  Wachstum  der  Funktion  Ttix)  ist  sehr  unregelmäßig,  und  es 
kann  natürlich  nicht  das  Verlangen  gestellt  werden,  :t[x)  durch  einen 
einfachen  analytischen  Ausdinick  genau  darzustellen,  etwa  für  ganz- 
zahlige X  nur  durch  Kombination  endlich  vieler  rationaler  und  tri- 
gonometrischer Funktionen.  Das  Hauptstreben  hatte  sich  von  jeher 
darauf  gerichtet,  jt(x)  mit  einer  der  einfacheren  Funktionen  f{x)  der 
positiven  Variablen  x  derart  in  Zusammenhang  zu  bringen,  daß  :i(x) 
annähernd  durch  f(x)  dargestellt  wird.    Diese  Redeweise  „annähernd" 


§  2.    Legendre.  5 

scheint  auf  den   ersten  Blick  einer  präzisen  Bedeutung  bar  zu   sein; 

die  Fragestellung  wird  eine  ganz  präzise,  wenn  man  verlangt,  daß  der 

Fehler  7t [x)  —  f{x)   im  Verhältnis    zum   wahren   Werte  7t [x)   fiir   alle 

hinreichend   großen   x   beliebig   klein   wird.      Man    verlangt   also,   daß 

der  Quotient 

■jt{x)  —  f{x)  ^  fix) 

7c{x)  n{x) 

für  a;  =  oo   einen  Limes  besitzt   imd  daß  dieser  Limes  gleich  Null  ist. 

Es  soll  also  ffy.\ 

lim  '  ,  ,  =  1 

..  =  00    '^C^) 

sein,  oder,  Avas  dasselbe  besagt, 

(1)  lim  ;^  =  1 . 

Mit  anderen  Worten,  es  wird  eine  von  den  Primzahlen  selbst  unab- 
hängige Funktion  fix.)  des  positiven  Argumentes  x  gesucht,  welche 
die  Eigenschaft  besitzt:  Zu  jeder  positiven  Größe  Ö  gibt  es  ein  ^  =  |((J) 
derart,  daß  für  alle  a;  ^  | 

d.h.  i-^<;g<i+*' 


ist.  «^) 

In  diesem  Sinne  ist  eine  Vermutung  zu  interpretieren,  welche 
Legendre  im  Jahre  1798  ausgesprochen  und  im  Jahre  1808  prä- 
ziser gefaßt  hat. 

Im  Jahre  1798  sagte  er^\  unter  a  eine  positive  ganze  Zahl 
und  unter  h  die  Anzahl  der  Primzahlen  <  a  verstehend: 

„Au  reste,  iL  est  vraisemblable  que  la  formule  rigoureuse  qui 
donne    la    valeur    de    1)    lorsque    a    est    tres-grand,    est   de    la    forme 

^  =   yi  I    Tj  >  ^  et  5  etant  des  coefficiens   constans,  et  \o3.  a  de- 

^iog.  a  -f-  B '  y  ts 

signant  un  logarithme  hyperbolique.     La  determination  exacte  de  ces 

coefficiens  seroit  un  probleme   curieux  et   digne   d'exercer  la  sagacite 

des  Analystes." 

Im  Jahre  1808  äußert  er  sich  folgendermaßen^^: 

„Quoique  la  suite  des  nombres  premiers  soit  extremement  irre- 

guliere,  on  peut  cependant  trouver  avec  une  precision  tres-satisfaisante, 

1)  2  a,  S.  19. 

2)  2b,  S.  3'J4;  4    Bd.  2,  S.  6.5;  o,   Bd.  2,  S.  65. 
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combien  il  y  a  de  ces  nombres  depuis  1  jusqu'ä  une  liinite  tlonnee  x. 

La  formuU'  qiü  ivsout  la  (|uestion  est 

X 

^•'  ^  log.  a; -^.08366  ' 

log.  a'  etant  un  logaritbme  hvperbolique."'' 

liPcreudre  vermutet  also,    daß    die  Funktion  Aix),   welche   man 
durch  die  Gleichung  ^ 

^(^)  =  T TTT 

^  ■         log  X  —  A  (x) 
detiniereu  kann,  für  x  =  oü  gegen  einen   Grenzwert 
(2)  lim^(a;) 

X  =  oo 

konvergiert,  dessen  erste  Dezimalen  mit  1,0836(3  übereinstimmen.   Das 
besagt  insbesondere  wegen 

7t {x)  7t {x)  logx 


X 

X 

oga; 

1- 

1 

loga; 

lim    ''^^^ 

=  1 

daß 

(3) 

log.x 

ist,  d.  h.,  daß  die  elementare  Funktion 

^  X 


los:  a; 


der  Gleichung  (1)  genügt-'.     Natürlich   ist   für   (o)    die  Existenz   von 
(2)  nicht  nötig;  sondern  die  Gleichungen  (3)  und 


1)  Abel  schrieb  am  4.  August  1823  an  Holmboe  iiauh  dem  Studium  von 
Legendres  Buch)  diese  Formel  ab,  mit  der  Vorbemerkung:  „Folgende  Theo- 
rem som  lindes  der  og  som  vistnok  er  det  ma?rkvierdigste  i  hele  Mathematiken 
kan  jeg  [ikke]  afholde  mig  fra  at  afskrive."  Vgl.  S.  5  der  Brieftexte  (oder  auch 
ö.  5  der  französischen  Übersetzungen)  in:  NieLs  Henrik  Abel.  Memorial 
publi<i  ä  l'occasion  du  centenaire  desanaissance.  Kristiania  (Dybwad), 
Pari.s  (Gauthier-Villars  .  London  (Williams  iV:  Norgate),  Leipzig  (Teubner;;  11102. 
Jener  Passus  kommt  auch  am  Schluß  des  Werkes  im  Faksimile  1  vor. 

2j  Übrigens  hält  Legendre  (21),  S.  395;  4,  Bd.  2,  S.  (!() ;  5,  Bd.  2,  S.  (](>) 
auch  für  möglich,  daß  bei  der  Vergleichsfunktion 

X 

r;ööT7.1og  .T  —  1,U8366'^- 
der  Koeffizient  von  log  .c  nicht  genau  1  ist,   sondern  nur  sehr  nahe    an   1    liegt. 
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sind   offenbar  entweder  beide  richtig  oder  beide  falsch. 

Legendre  war  sich  sehr  wohl  bewußt,  daß  er  seine  Vermutung 
nicht  beweisen  konnte. 

Legendre  sprach  ferner  1808  —  diesmal  mit  vermeintlichem, 
aber  falschem  Beweis  —  bei  einem  anderen  Primzahlproblem  eine 
sehr  weittragende  Vermutung  aus.  Es  seien  k  und  l  zwei  positive 
ganze  Zahlen.     In  der  Linearform 

Jcy  +  l, 
wo  y  alle  ganzen  Zahlen  ^  0  durchläuft,  d.  h.  unter  den  Zahlen 
/,     /,■  +  l,     21-  +  /,     3/.-  +  ?,••• 

kann  offenbar,  wenn  li  und  l  einen  gemeinsamen  Teiler  r?  >  1  haben, 
nur  höchstens  eine  Primzahl  vorkommen;   denn  jede  Zahl  ky  +  /   ist 
durch  d  teilbar.     Legendre ^^  vermutete  nun: 
Jede  arithmetische  Progression 


in  welcher 


ky  +  l, 
(k,  l)  =  1 


ist^\  stellt  unendlich  viele  Primzahlen  dar. 

Legendre  vermutete  1830  noch  genauer  das  Folgende:  Man 
verteile  alle  Primzahlen  —  mit  Ausnahme  der  endlich  vielen  in  k 
aufgehenden  —  auf  die  h  =  q){k)  Progressionen  ky  +  ^,,(v  =  1,  2,  •  •  •,  h), 
wo  li,  •  •  -,1,,  diö  zu  k  teilerfremden  positiven  Zahlen  ^  k  bezeichnen; 
es  sei  :r,,(a;)  für  v  =  1,  •  •  •,  h  die  Anzahl  der  Primzahlen  ky  -\-  ?„  ^  x. 
Dann  ist  für  je  zwei  Indizes  v  und  v'  aus  der  Reihe  1,  •  •  •,  /? 

(X) 


(4")  lim     "       =  1 


Das  meint  er  offenbar  mit  den  Worten^): 

„Cela  pose  si  on  s'arrete  ä  une  valeur  determinee  du  nombre  n 
que  nous  supposerons  tres-grand  par  rapport  ä  A,  tous  les  nombres 
Premiers  moindres  que  fiA,  excepte  ceux  qui  divisent  A,  seront  com- 
pris   dans   ces    diverses   progressions,    et   notre    objet   est   de    prouver 


1)  2b,  S.  404;  4,  Bd.  2,  S.  77;  5,  Bd.  2,  S.  77.    Als  bloße  Vermutung  (ohne 
vermeintlichen  Beweis)  hatte  Legendre  dies  schon  1788  ausgesprochen;  1,  S.  552. 

2)  Ich  verstehe  unter  («,  h)  den  größten  gemeinsamen  Teiler  von  a  und  b. 

3)  4,  Bd.  2,  S.  99;  5,  Bd.  2,  S.  97. 
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qu'ils  sout  repartis  egalement  entre  elles,  c'est-ä-dire  que  s'il  y  a  P 
nonibres  premiers  coiupris  tlans  la  progression  dont  le  terme  general 
est  nA  —  C\.  et  Q  nombres  premiers  coiiipiis  dans  la  progression  dont 
le    terme   general  est  iiA  —  C  ,  n  etaiit  le  meme   de   part   et   d'autre, 

JJ 

le  rappoi-t         deviendra  aussi    peu   different   de   l'imite    qu'on    voudra 

V 
en  donnant  u  )i   uiu'  valeiir  suftisainmeut  grande." 

Auch  diesmal  wird  Legend  res  Verdienst  durch  die  Tatsache 
getrübt,  daß  er  hierfür  einen  vermeintlichen  Beweis  angibt,  welcher 
nicht  stichhaltig  ist,  auch  nicht  unter  der  Annahme  der  Richtiglieit 
seiner  vorangehenden  Vermutungen. 

Im  Verein  mit  (3j  und  mit  Kücksicht  darauf,  tlaß  für  x  >  k 

ist,  wo  a  die  Anzahl  der  in  /.'  aufgehenden  Primzahlen  bezeichnet^ 
vermutet  also  Legendre^^,  daß 

lim^^^^   =...  =  lim^^^^=? 

(5)  X  =  co    _^_  x  =  =c     J^_  h 

log  X  log  X 

ist.     In  der  Tat  würde  aus  (4)  für  jedes  v  =  1,  •  •  •,  /i  folgen: 

li^-x(^±l_ydl.%(^)   =  1   +  1  +  .  .  .  +  1 


lim 


Tt{x)  , 


lim     ' '  '    =  hm    ■;     .  inu 

X  11  iX)  X 

log  X  log  X 

1 


wie  in  (ö)  ausgesagt  wurde. 


h 


§3. 
Dirichlet. 


In  der  Einleitung  einer  Arbeit"^,  welche  heute  als  sein  größtes 
Werk  anzusehen  ist,  beginnt  Dirichlet  mit  folgenden  Worten: 

„Die  aufmerksame  Betrachtung  der  natürlichen  Reihe  der  Prim- 
zahlen läfst  an  derselben  eine  Menge  von   Eigenschaften  wahrnehmen, 

1)  4,   Bd.  -2,   S.  101;   r>,    1!(1.  2,   S.   100. 

2)  2;  4. 
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deren  AUgemeinheit  durch  fortgesetzte  Induction  zu  jedem  beliebigen 
Grade  von  Wahrscheinlichkeit  erhoben  werden  kann,  während  die 
Auffindung  eines  Beweises,  der  allen  Anforderungen  der  Strenge  ge- 
nügen soll,  mit  den  gröfsten  Schwierigkeiten  verbunden  ist.  Eines 
der  merkwürdigsten  Resultate  dieser  Art  bietet  sich  dar,  wenn  man 
sämmtliche  Glieder  der  Reihe  durch  dieselbe  übrigens  ganz  beliebige 
Zahl  dividirt.  Nimmt  man  die  Primzahlen  aus,  die  im  Divisor  auf- 
gehen und  mithin  unter  den  ersten  Gliedern  der  Reihe  vorkommen, 
so  werden  alle  übrigen  einen  Rest  lassen,  welcher  relative  Primzahl 
zum  Divisor  ist,  und  das  Resultat,  welches  sich  bei  fortgesetzter  Di- 
vision herausstellt,  besteht  dariu,  dafs  jeder  Rest  der  genannten  Art 
unaufhörlich  wiederkehrt,  und  zwar  so,  dafs  das  Verhältnifs  der  Zahlen, 
welche  für  irgend  zwei  solche  Reste  bezeichnen,  wie  oft  sie  bis  zu 
einem  gewissen  Gliede  erschienen  sind,  bei  immer  weiter  fortgesetzter 
Division  die  Einheit  zur  Grenze  hat.  Abstrahirt  man  von  der  zu- 
nehmenden Gleichmäfsigkeit  des  Vorkommens  der  einzelnen  Reste  und 
beschränkt  das  Beobachtungsresultat  auf  die  nie  aufhörende  Wieder- 
kehr eines  jeden  derselben,  so  läfst  sich  dasselbe  in  dem  Satze  aus- 
sprechen: »dafs  jede  unbegrenzte  arithmetische  Reihe,  deren  erstes 
»Glied  und  Differenz  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  unendlich 
»viele  Primzahlen  enthält.«'' 

Dirichlet  schließt  sich  also  den  beiden  Vermutungen  Legendres 

lim  yt^,(x)  =  oü 
und 

lim      ,  ,  =  1 

über  die  Primzahlen  der  arithmetischen  Progression  an.  Der  Zweck  seiner 
Arbeit  und  das  große  darin  erreichte  Ziel  war  nun,  die  erste  derselben 
(also  das  im  Schlußsatze  des  Zitates  Ausgesprochene)  zu  beweisen. 
Dirichlets  Beweis  ist  bald  klassisch  geworden,  und  ich  werde  auch 
in  diesem  Werke  bis  auf  einen  einzigen  Punkt  den  Satz  genau  im 
Anschluß  an  Dirichlet  beweisen.  Jener  Punkt,  dessen  Überwindung 
übrigens  das  Schwierigste  und  Bedeutendste  bei  Dirichlets  Leistung 
war,  besteht  darin,  daß  es  erforderlich  ist,  zu  zeigen:  Die  Summen 
gewisser  unendlichen  Reihen,  deren  Konvergenz  leicht  dargetan  werden 
kann,  sind  von  Null  verschieden.  Dirichlet  bewies^^  jenes  Nicht- 
verschwinden  dadurch,  daß  er  feststellte:  Jede  unter  jenen  Reihen- 
summen  ist    das   Produkt   einer  positiven    Größe    mit    einer    gewissen 

1)   5  a,   S.  368— .-JÜi);   51»,   S.  460—461. 
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Auzahl  (Klassenauzahl  binärer  quadratischer  Formen  einer  gewissen 
Diskriminante),  folglich  nicht  Null. 

Um  also  zu  präzisieren:  Dirichlet  liewics.  diili  für  die  Anzahl 
7t ^.ix)  der  Primzahlen  /.//  -\-  ^^  ^x 

lim  -T,  ( .c)  =  rsj 

ist,  und  er  veriiiutete  nur,  daß  für  zwei  solche  Progressionen  /•//-[-/,,, 
ky  +  /,'  mit  der  Dilferenz  /.• 

lini^=l 

TT   .(X) 

ist. 

Dirichlet  hat  nho  für  das  tiefere  Problem  der  Primzahlen  der 
arithmetischen  Progression  das  nachgeholt,  was  für  das  allgemeine 
Prirazahlproblem  schon  durch  Euklid  geleistet  war. 

Zum  allgemeinen  Primzahlproblem  hat  Dirichlet  zwar  indirekt 
durch  die  Einführung  der  analytischen  Methoden  in  die  Zahlentheorie 
beigetragen:  er  hat  aber  von  den  betretft?nden  Anwendungen  selbst 
nichts  ausgeführt.  Sein  Passus^'  vom  Jahre  1838  „j'ai  fait  l'appli- 
cation  de  ces  priucipes  ä  la  demonstration  de  la  formule  remarquable 
que  Legendre  a  donnee  pour  exprimer  dune  maniere  tres-approchoe 
combien  il  j  a  de  nombres  premiers  au  dessous  dune  limite  quel- 
conque,  mais  tn'S-grande"  ist  übrigens  bei  weitem  nicht  etwa  so  auf- 
zufassen, daß  Dirichlet  einen  Beweis  des  Satzes 

lim  -^"^^  =  1 

.r  =  Ä> 

log  X 

besessen  habe.  Sein  (1889  durch  die  Werke  bekannt  gewordener) 
handschriftlicher  Zusatz  (hinter  „remar<|uable")  vom  Jahre  1838  „qui 
n'est    exacte    que    dans    son    premier    terrae,     la    veritable    expressi- 

on-limite  etant  ^  ,  ^  in  dem  an  Gauß  gesandten  Exemplar  jener 

Abhandlung  ist  auch  höchstens  so  zu  verstehen,  daß  Dirichlet  schon 
richtig  (vgl.  den  Bericht  über  Tschebyschef  im  folgenden  Para- 
graphen) erkannt  hat,  Legendres  Formel  sei  unzutrelfend.  Er  konnte 
al)er  nicht  etwa  beweisen,  daß  die  Funktion 


ü» 


1)  3a,  S.  272:  3  b,  8.  372. 
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die  Gleichung 

lim"^  =  l 
erfüllt. 

§4. 
Tschebyschef. 

Im  allgemeiuen  Primzahlproblem  hat  nach  Euklid  erst  Tsche- 
byschef die  ersten  weiteren  sicheren  Schritte  gemacht  und  wichtige 
Sätze  bewiesen.  Man  verdankt  ihm  zwei  grundlegende  Arbeiten^) 
über  den  Gegenstand,  aus  den  Jahren-^  1851  und  1852.  Tscheby- 
schef hat  sich  in  seinen  Publikationen  geringere  Ziele  gesteckt  als 
den  Beweis  von 

■       .r  =  =o     _^_ 

loga; 

zu  erbringen;  aber  jene  für  die  damalige  Zeit  sehr  weit  liegenden 
Ziele  hat  er  auf  höchst  scharfsinnige  Art  erreicht,  teils  durch  elemen- 
tare Summenabschätzungen,  teils  durch  Anwendung  dessen,  was  wir 
heute  Dirichletsche  Reihen  mit  reelleji  Variablen  nennen. 

Ehe  ich  seine  Hauptresultate  aufzähle,  führe  ich  zu  ihrer  Er- 
läuterung einige  Hilfsrechuungen  aus,  welche  den  Leser  mit  der  dabei 
auftretenden  Funktion  von  x  >  1 


.1 


du 
losr  u 


befreunden  soUen  und  auch  die  spätere  Anwendung^'  der  Zeichen  0 
und  0  zur  Abkürzung  solcher  Rechnungen  erwünscht  erscheinen  lassen 
sollen. 


1)  2  und  4.  Der  Inhalt  Ton  2  ist  auch  1849  als  dritter  Anhang  (S.  209—229) 
im  Lehrbuche  1  erschienen  und  auch  in  8  (S.  214 — 244)  italienisch  übersetzt. 
Die  deutsche  Übersetzung  des  Werkes  1  (von  H.  Schapira,  Berlin  (Mayer  und 
Müller);  1889,  2.  Ausg.  1902 1  kommt  nicht  in  Betracht,  da  auf  Wunsch  des  Ver- 
fassers jener  Anhang  fortgeblieben  war. 

2)  Ich  nenne  hier  wie  stets  die  den  Zeitschriftenbänden  vorgedruckten 
Jahreszahleu ,  welche  natürlich  nicht  immer  das  Jahr  des  Erscheinens  des  be- 
treffenden Bandes  oder  gar  Heftes  wirklich  angeben.  Tschebyschef s  erste 
■Arbeit  trägt  den  Vermerk:  Lu  le  24  Mai  1848. 

3)  Vgl.  §  .5  und  §  12.  Hier  mache  ich  von  jenen  Zeichen  noch  keinen 
Gebrauch. 
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Ich  behaupte  zunächst  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

.T 

/dn 
locr  U 

X  =  aa  "^ 

loga; 

d.  h.  ich  behaupte,  daß  der  Grenzwert  des  Quotienten  auf  der  linken 
Seite  existiert  und  den  Wert  1  hat. 

Zum  Beweise  werde  zunächst  das  Hilfsmittel  der  partiellen  Inte- 
gration angewandt.     Es  ist 

/du    it       .     1    du 
log  u       log  u       ,J  log-  u ' 
also  für  a;  >  1 

.r  .r 

,   .  r  du     X  2  I     dti 

^  ^  J  log  it        loga;         log  2       J  log- M 

2  'i 

Nun  ist  für  a;  ^  4 

X 


du 


2 


\  X  X 

r  du       rd 

J  \og-'u      J  log 


du 
ys-u 

Vx 


/du  r       du 

log-i+Jlog*(l/xy 

2  Yx 

Yx  —  2  X  —  Yx 

~     log«  2      "^  |log*;r 

^^   1 2o  I 


folfflich 


log*  2  log-  X ' 


(^^^ogx    r  du  logo;  4 

X      J  log*  U         '      » -    - 


log-2-Vx         log« 


da  für  (c^O,  ß>0  (hier  «  =  1,  ^  =  ]) 
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ist,  ist 


so  daß  sich  aus  (2) 


lim  ^^-r-  =  0 


, .      loff  X    C  d  u  r\ 

lim^—  /,     ,     =0, 
^.  =  ^     X   J  log'n 

2 


,.      logf a;    r  du  ., 

lira    -       f  1 =  1 

X  =  co       «     J    logM 


und  damit  die  Richtigkeit  der  Behauptung  (1)  ergibt. 
Durch  die  Identität 

/du 

TT  {X)  n  {X)  2 


du 

logu 


X 


log  a;  /  -ii!L  log  a; 


2 

ersieht  man  also,  daß  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen 

lim^^=l 

(3)  .  =  .  ^^ 

logx 
und 

lim-^    =1 

(4)  "="  fdu 

J  log« 

2 

die  Richtigkeit  der  anderen  folgen  würde. 

Ich  behaupte  ferner,  daß  für  jedes  ganzzahlige  q^  i 

/du    _  /    *'      ,     1|«_    I     ^'*     i  _L  (g  — l)i^\ 

log  w       \log  X       log^x  ~^  log'a?  log^ic    / 

(5)  lim   ' ^ 1 

log^"^  a; 
ist^\     In  der  Tat  ergibt  sich  durch  partielle  Integration 


1)  Dies   bleibt  für  q  =  0  richtig  und  ist    dann    mit    (1)    gleichbedeutend, 
wenn  die  Klammer  im  Zähler  der  linken  Seite  von  (5)  Null  bezeichnet. 
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/du    "  _j_   I     ''" 

log  H  ~  log  u  "^  J  log-  n 

log  u        log-  »  ^/  log''  l( 

log »        lo 


'Og-  «  log'  li  J   log*  I* 


log«       log-«       log^ » 
also  für  3'  >  1 


"^  log-«  "*"  log^  »   "•"  "^   iog«+»«    ^  V</   ^    ^  '-J    logV+«t«  ' 

/*  dt*          /    a;             IIa;  i    (g— l)!a!\ 

,'  logif        \log.r       log-x  log'^a;    / 

wo  c  eine  Konstante  bezeichnet.    Das  in  (6)  am  Ende  stehende  Inte- 
gral ist  für  a;  ^  4  positiv  und 

/du  I       du 

2"  Yx 

Yx  —  2  X  —  Yx 


sein  Quotient  durch 


<  fo^v+sy  +  log''+«^' 


qlx 


hat  also  für  .r  =  00  den  Limes  0,  so  daß  aus  (6)  die  Behauptung  (5) 
folgt. 

Das  Hauptresultat  der  ersten  Tscheb y sc hefschen  Arbeit^) 
lautet  nun: 

Wenn  q  eine  beliebig  große  positive  ganze  Zahl  und  d 
eine  beliebig  kleine  positive  Größe  ist,  so  gibt  e.s  immer 
wieder  ein  x,  für  welches 

1)  „Il-eme  Theoreme":  la,  8.210;  II),  S.  -JUO;  2a,  S.  14(J;  2b,  S.  348; 
2c,  S.  34;  8,  S.  224.  Die  Seitcnzjiblen  in  Ic  nenne  ich  hier  nnd  im  Folgenden 
nicht  besonders,  da  sie  durchweg  mit  denen  von  1  a  übereinstimmen. 
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^   ^  t/   log  ?f        log'  iC 

2 

ist,   und  immer  wieder  ein  x,  für  welches 


f8)  ^'C*-)  <J'foJ 


ist. 

D.  h.  oberhalb  jeder  Schranke  |  gibt   es   ein  Xj^  =  x^{q,  d,  |),   so 
daß  (7)  erfüllt  ist,  und  ein  x.2  =  x^{ji,  d,^),  welches  (8)  befriedigt. 

(7)  läßt  sich  auch  so  schreiben: 


(9) 

und  (8)  folgendermaßen 


^g'^ic  /      /   N         /'  du    \  ^ 

\  2  / 


Der    Tschebyschefsche    Satz    (9),    (10)     läßt    sich    also    modern^ 


1)  Bekanntlich  versteht  man  unter  der  oberen  Unbestimmtheitsgrenze  (oder 
dem  oberen  Limes)  einer  für  alle  reellen  x  oberhalb  einer  gewissen  Stelle  defi- 
nierten reellen  Funktion  f{x),  in  Zeichen  unter 

lim  sup  f\x) 

X  =  t» 

oder  auch 

lim  f\x) 

X  =  (X> 

(sprich :  Limes  superior  von  f{x)  für  x  =  cc)  die  Zahl  z,  welche  durch  folgenden 
Schnitt  erzeugt  wird.  Man  teilt  alle  reellen  Größen  a  in  zwei  Klassen;  a  kommt 
in  die  erste  Klasse,  wenn  immer  wieder  einmal,  d.  b.  für  x^  =x^  (a,  ^)>'6, 

f{x)>u 

ist;  cc  kommt  in  die  zweite  Klasse,  wenn  von  einer  gewissen  Stelle  an,  d.  h.  für 
alle  a;  >  j]  =  Tj  («) , 

f{x)^a 

ist.     Hierbei  sind  die  extremen  Fälle 

z  =  lim  sup  f(x)  =  —  oo 

a;  =  00 
und 

z  =  lim  sup  fix)  =  -|-  cx) 

x  =  <» 

denkbar,  in  welchen  es  keine  Zahl  der  ersten  Klasse,  bzw.  keine  Zahl  der  zweiten 
Klasse  gibt.      Abgesehen  von  diesen  beiden  Fällen  ist  z  endlich   und  es  gehört 
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folgendermaßen  formulieren:  Es  ist  für  jedes  ganze  g'  >  0,  also  natür- 
lich'^ auch  für  jedes  reelle  q 

(11)        '--'''t'(='(*)-Xf«)^" 

und 

(1,)  U.Jnf!^(.(..)-/4";)<0, 

die    obere   Unbestimmtheitsgrenze   liegt    also    zwischen    0  (inkl.j    und 
cx>  (inkl.),  die  untere  zwischen  —  c»  (inkl.;  und  0  (inkl.). 

Aus  (11)   und   (12)   ergibt  sich  zunächst-^   für  jedes   einzelne  q: 
Wenn 

(13)  ^^(.^-fl^^^ 

existiert,  so  ist  dieser  Grenzwert  =  0. 

Also  insbesondere  für  q=\,  wenn  (1)  beachtet  wird:  Entweder 


lim 

X 

X  =  oo 

Iowa: 


existiert  nicht  oder  dieser  Grenzwert  ist  =  1. 

Noch   präziser    hat    für   q=\   Tschebyschef   durch    die  Rela- 
tionen (llj  und  (12)  bewiesen: 

/..  .N  limsup —>\ 

(14)  x="^     ^     — 


lOff.T 


für  f  ^  0  jedes  z  —  £  der  ei'sten  Klasse  an,  wird  also  immer  wieder  einmal  über- 
trotfen,  jedes  z -\- 1  der  zweiten  Klasse,  wird  also  von  einer  gewissen  Stelle 
an   nicht  mehr   übertroffen.      Ebenso  läßt  sich   liminf/"(a;)  (oder  auch  lim/'(a;)) 

^  =  «'  a;  =  « 

definieren,  bzw.  durch  die  Festsetzung 

lim  inf  /"(x)  =  —  lim  sup  ( —  /"(a;)) 

X=  00  X  =  00 

auf  den  Limes  superior  zurückführen.  Beide  Zahlen  lim  sup  und  lim  inf  ^ind 
also  —  in  vorteilhaftem  Gegensätze  zu  lim  —  bei  jeder  für  x'^  x^  definierten 
reellen  Funktion  vorhanden,  wenn  man  die  extremen  Werte  —  oo  und  oo  zuläßt. 
Ebenso  sind  lim  sup  und  lim  inf  für  x  =  a  (statt  x  =  oo)  bei  Annäherung  von 
einer  Seite,  sowie  bei  beiderseitiger  Annäherung  zu  erklären. 

1)  Da  (11)  und  (12)  mit  einem  7  für  jedes  kleinere  gelten. 

2)  „TV-me  Theoreme":  la,  S.  220;  Ibj  S.  214;  2a,  S.  150;  21),  S.  3.54— :^55; 
2c,  S.  40;  8,  S.  231—232. 
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und 


(15) 


In  der  Tat  folgt  aus 


und 
daß 


liminf^^^<l. 

x  =  x  ^ 

\ogx 

lim  Fix)  =  a 

X  =  <Xl 

limsup  G{x)  =  ß, 


lim  sup  {Fix)  +  Gix))  =  a  -[-  ß 


ist,  und  entsprechendes  für  den  lim  inf  statt  des  lim  sup. 

Tschebyschef  zog  aus  seinen  Sätzen  (11)  und  (12)  noch  eine 
weitere  wichtige  Folgerung^),  welche  Legendres  Vermutung  über 
den  Grenzwert 

lim  A  {x) 

x  =  oo 

des  §  2  widerlegte.     Tschebyschef  bewies:    Wenn 

lim  Ä  (x) 

a'  =  oü 

existiert^',  so  ist  dieser  Grenzwert  =  1.     Nach  der  Definition 

^  ^        log X  —  Ä(x) 


ist  nämlich  zunächst 

X 


A.(x)  ==  loga;         ,  , 

X  log*  X 


K  {x)  log  X         X 

aus  der  Existenz  von 

lim  A  {x)  =  Aq 

x  =  (x> 

folgt  a  fortiori 

limA^^=0, 

lim  "7-^1 =  1 , 


(<^)-lof-^-)5 


1)  „m-eme  Theoreme":  la,  S.  218;  Ib,  S.  212;    2a,   S.  148;   2b,    S.  352; 
2c,    S.  38;  8,  S.  229. 

2)  Unter  Existenz  eines  Limes  verstehe  ich  stets,  daß  der  Grenzwert  existiert 
und  endlich  ist,  unbeschadet  dessen,  daß  ich  gelegentlich  die  Schreibweise 

lim  f{x)  =  oo 

,  a;  =  oo 

anwende. 

Landau,  Verteilung  der  Priiuz:ihlen.  2 
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also 

log-x 


Nim  ist  nach  (5),  wenn  diiiiii  7=1   gesetzt  wird, 


f 


d  u  X 

\ogu       \ogx 

lim  --  —  =  1, 

x  =  «.  * 

log*iC 


X 

(17)  lim^^^^fA'^"- -,")  =  !, 

2 

also,  wenn  (17)  von  (IG)  subtrahiert  wird, 

SO  daß  nach  dem  Tschebyschefschen  Satz  über  den  Grenzwert  (13) 

A  -  1  =  0, 

Ä,  =  1 
sein  müßte. 

Tschebyschef  zog  aus   seinem  Satz   mit   Rücksicht    auf  die   in 
(5)  für  ganzes  q^  \  enthaltene  Relation 

r     ^£i!5-  /    r_.^^."    —  l-^     4-    ^'^   _i_  .  .  .  _i_  (g  —  i)'^\  1  =  0 
*^:ft     ^      \e/  log«        Vloga-  "^  log*x'  "T  '  ■  ■  ■!"      log'^a;    /  / 

noch  die  Folgerung^);  Für  ein  ganzzahliges  </  ^  1  ist  das  Produkt 

(18)      T{-w-(,of.+-+^'^^r)i 

bei  gegebenem  d  >  0  immer  w^ieder  einmal  >  —  d  und  immer  wieder 
einmal  <  d,  d.  h.  der  lim  sup  des  Ausdrucks  (18)  ist  ^  0,  sein 
lim  inf  ^  0,  sein  lim  also  entweder  nicht  vorhanden  oder  0. 

Das  Hauptresultat   der  zweiten  Arbeit -^  Tschebyschefs  lautet: 

1)  Hauptinhalt  des  „V-eme  Theoreme":  1  a,  S.  223;  1  b,  S.  217;  2a,  S.  152; 
2b,  S.  358;  2c,  S.  43;  8,  S.  235. 

2)  4.  Bei  der  Aufzählung  der  Hauptergebnisse  dieser  Arbeit  gebe  ich  keine 
genaueren  Seiteuzahlen  an,  da  die  Ergebnisse  zum  Teil  nur  zwischen  den  Zeilen 
stehen  und  von  Tschebyschef  nicht  in  der  pointierten  Weise  herausgearbeitet 
sind  wie  bei  seiner  ersten  Abhandlung. 
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Es  ist 


liminf  "^''1>Ü 

X 

logx 
uucl  sogar 

(19)  lim  inf  ^^^  ^  a, 

.r  =  c» 

logx 

WO  a  die  numerische  Konstante 

J.  i.  1 


30 
bezeiclinet;  andererseits  ist 


log  ^1^  =  0,92129  • 

30 


lim  sup  <  oü, 


logrc 
(d.  h.  der  lim  sup  endlich)  und  sogar 

(20)  limsup-'^*^^!« 


logic 

=  1,10555  •••. 

In  Verbindung  mit  (14)  und  (15)  war  durch  (19)  und  (20)  fest- 
gestellt, daß 

(21)  0,92129  •  .  •  ^  lim  inf  --^^^  £  1 

X  =  oo _ 

log« 
und 

(22)  1  £  lim  sup  -"^^^   £  1,10555  •  •  • 

X  =  (Xl 

log« 
ist. 

Diese  Resultate  (19)  und  (20)  über  den  Quotienten 

Tt{x) 
X 

loga; 
bewies  Tschebyschef,  indem  er  zunächst  für  den  bequemer  zu  be- 
handelnden Quotienten 

&{x) 

X     ' 

wo 

p  =^ 
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(Summe  der  natürlichen  Logarithmen  aller  Primzahlen  ^x)  ist,  die 
zu  (19)  und  (1*0)  analogen  Relationen  über  seine  Unbestimmtheits- 
grenzen nachwies: 

(23)  lim  inf  ^^f  >  a 

.r  =  00 

und 

(24)  limsnp^^^  £la. 


x  =  -x 


Von  (23)  und  (24)  ging  er  zu  (19)  und  (20)  über,  indem  er  sich 
auf  die  evidente^)  Identität 

(25)  71  (X)  —  .t(/  —    1  I  =    2  ToVn  (:r^I^2;  zund  /  ganz.) 

stützte  und  etwa  folgendermaßen  schloß:   Es   sei    von   einer   gewissen 
Stelle  Z—  1,  \vo  /  ganz  und  ^  2  ist,  an-^ 

wo    also    &i{x)   und   d-jj{x)  je    eine   obere   und   untere  Abschätzungs- 
funktion von  &{x)  ist.     Nach  der  aus  (25)  folgenden  Identität 


7t{x)-:t{l-l)=2j  ^  W  [logn  -  log(«  +  l)j  -      l^r   +  log  (X  +  1) 

n  =  l 

ist  für  ganze  x  ^l 

v^  /    1  1  \       '9',  (^  —  1)  '^'„(.'c) 

;,(^.)    _    ,^(/    _     1)    >    y  ^       (,,)   (1  _  \\-    -^>--,--  +    ^— fi^ 

^   -^  ^  /  .—^^^      iiv      \log«       log(n4-l)/  logZ  \og{x-\-l) 

n  =  l 

V^°^  ~  log/  ^^        '     logn 

und 

1     In    der    Tat    ist  -— , — ^  '  ^:  l  oder  =  0,    je    nachdem    n    eine 

logH 

Primzahl  oder  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist. 

2i  Ich  schließe  mich  hier  auch  in  den  Bezeichnungen  an  Tschebyschef  an, 

um  recht  klar  zu  machen,  daß  Tschebyschef,  ohne  es  auszusprechen,  implizite 

schon  bewiesen  hat:  Falls 

hm     ^  '^  =  1 


ist,  so  ist 


lim    ''(^^    =1 

X  =  3C  •'' 

logx 
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n  =  l 

^"    ^  ~  logZ  +^  logn 

n  =  J 


Wenn  also  für  alle  x^l  —  1 


X     = 


ist,  so  kann 

gesetzt  werden,  und  (27)  liefert  für  ganze  x^l 


X{X)  <  C  +  &2l4^ 
«  =  i 

=  .^j  log« 


=        '    log2    ' 


X 

r  du 

J  log«' 


wo  c  eine  Konstante  ist,  d.  li.  für  ganze  und  nicht  ganze  x^l 

7c(x)  =  Jr(M) 


=  log2        JL 


logw 


folglich 


Dies  besagt,  daß 


X 

='+iog^+yi^' 


Imi  sup  — —^  <^  0 . 

X  =  «J  ___^ 

logrc 

,.  n{x)    ^..  %(x) 

lim  sup  — ——  ^  lim  sup  — - 

x=<x>  ^  x=oo 

loga; 


ist. 

Ebenso  ließe  sich  aus  (26) 


liminf^f-^liminf  ^ 
logx 
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schließen,  was  jedoch  wegen 

=  n{x)\ogx, 

9-{x)  ^  Ti{X) 
X     =      X 
\ogx 
unmittelbar  klar  ist. 

Aus  (23)  und  (24)  folgen  also  wirklich  (19)  und  (20),  also  in 
Yerhindung  mit  den  Resultaten  der  ersten  Tsehebyschefschen  Ab- 
handlung (21 1  und  (22). 

Tschebyschefs  zweite  Arbeit  war  durch  folgenden  Umstand 
veranlaßt  worden:  Bertrand^'  hatte  bei  Gelegenheit  einer  gruppen- 
theoretischen Untersuchung  von  dem  Satz  Gebrauch  gemacht,  den  er 
nicht  beweisen  konnte  und  nur  innerhalb  der  Grenzen  der  Tabellen 
verifiziert  hatte-^:  ,,Für  jedes  ganze  :r  >  7  gibt  es  mindestens  eine 
Primzahl  /),  welche  dem  Intervall 

l<p£x-2 

ansehört."  Dies  beweist  man  nun  nach  Tschebvschef  folgender- 
maßen.  Wegen  (23)  und  (24)  ist  bei  gegebenem  (5>0  von  einem 
gewissen  Z  =  Z(d)  an,  d.  h.  für  alle  x^l 

(28)  a-d<^^^<^a  +  d- 

also   ist  speziell  von  einem  /  an 

0,9<*f<l,2.. 

Daher  ist  für  x^^l,  wenn  bei  d'(2x)  die  Abschätzung  nach  unten, 
bei  &(x)  die  Abschätzung  nach  oben  benutzt  wird, 

»(2x)-»{x)>0,9-2x-l,2 -x 

=  0, 6  •  rr; 

1)  Auf  S.  129  des  Memoire  sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre 
une  fonction  quand  on  y  permute  les  lettres  qu'elle  renferme. 
Journal  de  l'Ecole  Royale  Polytechnique,  Heft  30  (im  Bd.  18),  S.  123  —  140;  1845. 

2)  So  daß  also  sein  betreffendes  gruppentheoretisches  Ergebnis  von  ihm 
nur  als  für  alle  Permutationsgrnppen  bis  zu  G  Millionen  Elementen  für  bewiesen 
erklärt  wurde. 
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wegen 

—^  log  (2  a;) 


Vlogp 


ist  also  für  a;  ^  Z 
Es  ist  daher 


log  {2x)^ 

x<p^2x 

_  9{2x)  —  d-{x) 

7c(2x)  —  7i(x)  >  0,6,-  ',„  , 

^      •  ^   ^  '    log  ('2a;) 

lim  {%{2x)  —  ^(a;))  =  oo ; 


die  PrimzaHmenge  zwischen  x  (exkl.)  und  2x  (inkl.)  wächst  also  ins 
Unendliche.     Von    einer    gewissen    Stelle    an    liegt    folglich   zwischen 

—   (exkl.)    und   x  —  2   (inkl.)   mindestens   eine   Primzahl,    und    bis   zu 

jener  Stelle  brauchte  es  nur  aus  den  Tabellen  verifiziert  zu  werden. 
So  hat  Tschebyschef  das  Bertrandsche  Postulat  und  zugleich 
mehr  bewiesen. 

Noch   schärfer  konnte  Tschebyschef  aus   (28)  schließen:   Falls 
d  >  0  ist,  ist  für  x^l  =  l{ßi),  was  auch  £  >  0  bedeuten  möge, 

'^((1  4-  £)x)  —  ^{x)  >(1  +  £){a  —  d)x  —  (f  a  +  d)x 

(29)  =.{a  +  s-l)a-{2  +  £)d}x. 

Für  jedes  £  >  4-  ist  d  >  0  so  klein  wählbar,  daß  die  geschweifte 
Klammer  in  (29)  positiv  ist;  für  alle  £  '>  \  ist  also 

lim  inf  — ^ — ' — -^ >  0 , 


also  wegen 


^  ^  ^      log  (d  +  s)x) 

lim{;r((l  -f  £)x)  —  7t(x)}  =  oo. 


In  Worten:  Zwischen  x  (exkl.)  und  (1  -{-  £)x  (inkl.)  liegen,  falls  £  >  |- 
ist,  von  einer  gewissen  Stelle  an  mindestens  eine  Primzahl,  von  einer 
gewissen  Stelle  an  mindestens  zwei  Primzahlen,  •  •  •,  bei  gegebenem  q 
von  einer  gewissen  Stelle  an  mindestens  q  Primzahlen. 

Es   ist   damit  auch   folgendes  bewiesen:    Wenn  j),,  ^i®  *^^®  Prim- 
zahl bedeutet,  so  ist 
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limsup    ;^-^|; 
denn  sonst  gäbe  es  ja  ein  f  >  y,  so  daß  unendlich  oft 

JPn+l 


Pn 


>l  +  e 


ist,    d.h.    zwischen  2)^^   (exkl.)    und   (\  -{- f)p^   (inkl.)    keine   Primzahl 
liegt,  was  dem  Obigen  widerspricht. 

Zum    Schluß    seiner    zweiten   Arbeit    konstatiert  Tschebyschef 


noch,    daß    das    arithmetische    Mittel    zwischen    a, und 

7  oor  nr. 


\ogx^ 


nämlich  ]\a,  '     ,    die   Primzahlfunktiou   %(x)   mit   einem   Fehler   dar- 

stellt,    dessen    Quotient    durch    die    Näherungsfunktion    {^,r<,  von 

einer  gewissen  Stelle  an  kleiner  als  l^^  ist.  In  der  Tat  ist  bei  ge- 
gebenem d  >  0  nach  den  Relationen  (19)  und  (20)  von  einer  ge- 
wissen Stelle  an 


TT.a 


^^.(.)j2«i^_  .^ 


(30) 


\n{x)\ogx        11 


^  ^       10  log  X 


'•^  logra; 


<  ^«  +  ^> 


<ü  +  ^J' 


was,  wenn  nur  d  klein  genug  gewählt  ist,  kleiner  als  f^  ist. 

Noch  prägnanter  ist  es,  aus  (30)  für  0  <  d  <  a  so  weiter  zu  schließen: 


lim  sup 


x{x)  —li, 

\   '  10  loc 

7t  (x) 


/    \  11      "•*- 

10  log  X 


<(>  +  *)^^ 


<  (,'„«  +  ö'i 


a  —  a 


Tt[x) 


<  1 

=^  10? 


d.  h.:  Der  absolut  genommene  Fehler  ist,  wenn  ö  >  0  gegeben  ist,  im 
Verhältni^zum  wahren  Wert  von  einer  gewissen  Stelle  an  <  j',  +  ^, 
also  z.  ß.  von  einer  gewissen  Stelle  an  <  |. 
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Tscheb  y  sc  lief  zog  im  Verlaufe  seiner  zweiten  Arbeit  aus  seinen 
Sätzen  (23)  und   (24),  die  man  ja  auch  mit  Konstanten  Ä,  B 

AX  <  d-{x)  <  BX  (a;^2) 

schreiben  kann,  folgende  interessante  Folgerung: 

Wenn  Fin)  für  alle  ganzzahligen  n  ^2  definiert  und  positiv  ist, 

ferner  so  beschaffen  ist,  daß 

F{n) 
log  n 

bei  wachsendem  n  niemals  zunimmt,  so  sind  die  Reihen^ 

(31)  ,     :2F(p)  =  F(2)  +  F(^)  +  F(5)  +  •  •  • 

p 
und 

^    "^  ^  logn        log  2  "^  logS  "■"  log  4    ' 

M  =  2 

entweder  beide  konvergent  oder  beide  divergent. 
In  der  Tat  ist  für  ganze  x^2 


p  =  x 


^^wi^iog^    iog(w+i);^ 


Jog  n        log  in  -\-  1))  ^       log  {x  -\-  1)     ' 

H  =  2 

also  einerseits,  da  nach  Voraussetzung  stets 

F{n)  _   F{n-\-l)   ^  ^ 

log  n        log  {n  -)-  1)  ^ 
ist, 

j^j-^yi')  ^  ^-^"^yXo^n        log(n+l)/^    log(a^+l) 

^  ^lF{n).  ^  ....    BF  {2) 

=  ^2/Tog«,('^-(^-l))+-1^2- 

K  =  2 

r33)  -  j.-^F{n)        BF{2) 

n  =  2 

andererseits 

^^  >i^;  ^^^«\^log,^        log(w+l)/^     log(a;+l) 

(34)  .    _^VfW  +  4^.  '^ 

^      ^  .^j  log  n    '      log  2 
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Aus  (33)  folgt,  (laß  mit  (32)  die  Reihe  (31)  konvergiert,  aus  (34) 
(las  Umgekehrte. 

Natürliih  folgt  ans  dem  Bewiesenen  die  Kichtigkeit  der  Be- 
hauptung auch  dann,   wenn  l'\jt)  seine  Voraussetzungen 

Fin)^    F(n  +  1)         ^ 

log«  —  iog(H  +  n  '^ 

nur  von  einer  gewissen  Stelle  au  erfüllt;  deun  auf  die  Konvergenz 
oder  Divergenz  einer  Heihe  ist  die  Abänderung  endlich  vieler  Glieder 
ohne  Einfluß. 

Ich  habe  so  lange  l)ei  Tschebyschef  verweilt,  weil  er  der  erste 
war,  dessen  Publikationen  die  allgemeine  Primzahltheorie  gesicherte 
Ergebnisse  verdankt;  wie  Tschebyschef  die  Ungleichungen  (23) 
und  (24)  bewiesen  hat,  aus  denen  ich  die  weiteren  Ergebnisse  seiner 
zweiten  Abhandlung  mit  wenigen  Strichen  entwickeln  konnte,  wird 
der  Leser  später  bei  der  systematischen  Darstellung  der  Primzahl- 
theorie erfahren. 

Tschebyschef  konnte,  wie  aus  dem  Vorangehenden  ersichtlich 
ist,  vor  allem  folgende  Fragen  nicht  lösen,  welche  in  innigem  Zu- 
sammenhang miteinander  stehen. 

1.  Ist  es  wahr,  daß 

hm  -^— 

und 

lim 

X 

X  =  30 

existieren?  (Alsdann  müssen  die  beiden  Grenzwerte  nach  den  Ergeb- 
nissen Tschebyschefs  =1  sein  und  (3),  (4)  wären  bewiesen.) 

2.  Ist  es  wahr,  daß  für  alle  £  >  0 

lim  {^{\i  +  ^)x)  —  n{x)]  =  oo 

2  =  00 

ist,  d.  h.,  was  offenbar  ganz  dasselbe  bedeutet,  daß 

lim  ^+"'  =  1 

n  =  oc        P„ 

ist? 

Offenbar  liegt  die  Vermutuug  1.  noch  tiefer  als  die  Vermutung  2., 
welche  durch  sie  mitbestätigt  würde. 

Die  Vermutung  1.  ist  nach  dem  Obigen   mit 

,.  n{x]  ., 

lim  =  1 


(du 

J    \0\ru 
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identisch.     Für  spätere  Zwecke  will  ich  sie  noch  gleich  in  folgende 
Form  kleiden: 

WO  Li{x)   (sprich:   Integrallogarithmus   von  x),   abgesehen    von    einer 
konstanten  Differenz  mit 


u 

ff« 


identisch  ist.     Es  gilt   nämlich  für  x  >  1   bei  zu  Null    abnehmendem 
positiven  d  die  Definition 

0  1  +  6 

SO  daß  jene  Konstante  =  Li {2)  ist: 


Li{x)  =  Li  [2)  + /j 


du 

log  u 


Daß  der  Grenzwert  (35)  existiert  (während 

X 

du 


l    du 

J   logK 
0 


sinnlos  ist),  ergibt  sich  folgendermaßen.    Zunächst  darf  in  m  =  0  hinein 
intecfriert  werden,  da  für  zu  0  abnehmendes  u 

lim  ,  ^     =0 

ist;  ferner  ist,  wenn 

II  =  e" 

gesetzt  wird,  für  0  <  ö  <  1 

1-6  log(l-(5) 

dv 

'    log  11  J     V 

0 

1  log  (1  -  6) 


sowie 

logi- 


/'du  je" 

log«    ~J   V 

—   30 

logi- 

r  du    je^   , 

J  logw  ~~J  V  ^ 


l  +  d  log(H-()) 


2S  I-  Entirickliniii  mr  llndumurd. 

Nun   ist 

r         !'  ^       ^  2 !  ^         ' 
die  Summe  vum  zweiten  lilied  an 

V  ^  2!  ^ 

darf  gewiß  in  t'  =  0  hinein  integriert  werden,  so  daß  einfach 

log(l-<l)  logx  logx 

-1  logd  +  ii)  -1 

ist,  und  der  Ausdruck 

log(l-())  logx 


j\  dv  +J\  dv  =  log(-log(l  -  d))  +  log 
=  log  log  a;  +  log 


loga; 
log  (1  +  5) 

log  (!  +  ()) 

-log(l  — d) 
-O—O-    '    *-o     log(i4.d) 

hat  gewiß  wegen 

—  log(l  — d)        ,.           "^  2  "T- 
hm    ,     ^.^Tän  '  =  lim  A^ 

2  ^ 
=  1 

einen  Limes  (nämlich  log  log  :r). 

Die  Vermutung  1.  ist,  wie  ich  mit  Rücksicht  auf  eine  oben  er- 
wähnte Stelle  bei  Dirichlet  hervorhebe,  auch  mit 

lim     tV^ =  1 

X  —  OJ 


^mJ  log  n 
identisch;  denn  es  ist  ja  für  a'  ^  2 


[r]  +  1 

^  log 


lg  H  J   log  U 


2 


,1  log" 
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lind 

[X] 


^  logw  ^log2   ^J 


logtt 


also 


=  log2  ^J  log«' 

2 

"^      1  /    du  1 

.^;   log  n      J  log  y(  log  2  ' 


[X] 

^^  log« 
lim    "^^ =  1. 

J   log" 

§  5. 
Riemanu. 

Riemann,  dem  die  Primzahltheorie  die  genialste  und  fruchtbarste 
Abhandlung^)  (aus  dem  Jahre ^)  1860)  verdankt,  stellte  sieh  ein  ver- 
wandtes, aber  doch  anderes  Ziel  als  Tschebvsehef  und  griff  es  mit 
viel  kräftigeren  Hilfsmitteln  an.  Sein  Ziel  war,  für  eine  eng  mit 
n{x)  zusammenhängende,  von  der  Primzahlverteilung  abhängige  Funk- 
tion einen  bestimmten  genauen  Ausdruck  aufzustellen,  der  ein  Glied 
Li{x)  und  unendlich  viele  andere  Glieder  enthält.  Jener  genaue,  aber 
recht  komplizierte^)  Ausdruck  setzt  übrigens  gar  nicht  etwa  in  Evi- 
denz, daß 

lim^^^-  =  l 


logic 


1)  1-;  2. 

2)  Dieselbe  ist  im  Bericht  über  die  Sitzung  der  Berliner  Akademie  vom 
3.  November  1859  abgedruckt. 

3)  Ich  bitte  den  Leser,  sich  durch  die  auf  diese  Formel  bezüglichen  kom- 
plizierten Darlegungen  nicht  abschrecken  zu  lassen.  Die  Riemannsche  Formel 
ist  bei  weitem  nicht  das  Wichtigste  an  der  Primzahltheorie  ■  und  wird  erst  im 
Kapitel  19  des  Werkes,  um  dort  bewiesen  zu  werden,  wieder  erscheinen.  Die 
übrigen  im  vorliegenden  Paragraphen  genannten  Eigenschaften  der  Zetafunktion 
werden  auch  nicht  vor  Kapitel  15  wiederkehren. 
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ist;  iiKiu  darf  also  nicht  glauben,  tl;iß  Kicniiiiins  Formel,  selbst  wenn 
er  sie  bewiesen  hätte,  die  Tscheby seh ef sehen  Probleme  gelöst  hätte. 
Nun  ist  es  aber  Riemann  keineswegs  gelungen,  die  von  ihm  ver- 
mutete .jRiemannsche  Primzahlformel''  zu  beweisen;  er  hat  nur  das 
\Vorkzeug  geschalten,  durch  dessen  \'erfeinerung  man  später  diese 
\  ernmtung  und  vieles  andere  hat  beweisen  können.  Jenes  Werkzeug 
ist  die  Anwendung  der  Theorie  der  Funktionen  eines  komplexen  Ar- 
gumentes .v  auf  eine  ganz  bestimmte  Funktion  ^(s),  die  „Riemann- 
sehe  Zetafunktion'",  welche  in  der  Halbebene  ^^  9ft(s)>l  durch  die 
Reihe 


t{s)  = 


2" 


.^    n» 


definiert  ist,  wo  «"•  die  Bedeutung  e''"^"  bei  reellem  log«  hat. 
Riemann  bewies: 

1.  Die  Funktion  ^(s)  ist  in  der  ganzen  Ebene  regulär  bis 
auf  den  Punkt  s=l,  der  ein  Pol  erster  Ordnung  mit  dem 
Residuum   1  ist;  mit  anderen  Worten: 

und 

sind  ganze  transzendente  Funktionen. 

2.  Die  Funktion^) 

(welche  übrigens  in  s  =  0  und  s=  1  Pole  erster  Ordnung  hat, 
sonst  regulär  ist)  bleibt  uugeändert,  wenn  s  durch  1  —  5  er- 
setzt wird. 

Dies  ließ  sich  durch  Benutzung  der  bekannten  Funktionalglei- 
chungen der  Gammafunktion  in  die  Gestalt  bringen: 

und  besagt  in  dieser  oder  der  ursprünglichen  Gestalt,  daß  der  Quotient 

sich  durch   bekannte   Funktionen    darstellen    läßt,   d.  h.,   daß    man  den 

1)  Ich  verstehe  unter  c  =  3{(s)  deu  reellen  Teil  der  komplexen  Zahl 
s ^  G  -\-  ti,  unter  (  =  ^{s)  den  Koeffizienten  von  i  im  rein  imaginären  Teil. 

2)  Die  Eigenschaften  der  Eni  ersehen  Gammafunktion  setze  ich  als  bekannt 
voraus. 
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Verlauf  der  Funktion  t,{s)  in  der  ganzen  Ebene  beherrscht,  falls  man 
ihn  in  der  Halbebeue 

^>\ 
verfolgen  kann. 

Aus  diesen  Ergebnissen  konnte  Riemann  leicht  schließen,  daß 
l{s)  für  s  =  —  2,  s  =  —  4,  s  =  —  6,  •  •  ■,  allgemein  s  =  ~  2q  (wo  q 
eine  positive  ganze  Zahl  ist)  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet, 
sonst  aber  für  alle  leellen  s,  sowie  für  (?  <  0  und  ö  >  1  von  Null 
verschieden  ist,  so  daß  alle  von  —  2q  verschiedenen  etwa  vorhandenen 
Nullstellen  dem  Streifen   0  ^  6  ^  1    angehören   und   nicht   reell   sind. 

Riemann  vermutete  ferner,  ohne  mehr  als  heuristische  Gründe 
für  die  Richtigkeit  anführen  zu  können,  daß  die  Zetafunktion  folgende 
sechs  Eigenschaften  besitzt: 

I.  Es  gibt  unendlich  viele  Nullstellen  von  ^{s)  im  Streifen 
0^(3^1,  die  natürlich  symmetrisch  zur  reellen  Achse  und 
auch  nach  der  Funktionalgleichuug  symmetrisch  zur  Ge- 
raden (?  =  i  verteilt  liegen. 

IL  Wenn  für  T>0  unter  N{T)  die  AuzahP)  der  Null- 
stellen (mehrfache  mehrfach  gezählt)  verstanden  wird,  deren 
Ordinate  zwischen  0  (exkl.)  und  T  (inkl.)  liegt,  so  ist 

(1)  N(T)  =  ^  T log  r  -  '^^1^  T  +  0(log n 

Hierbei  verstehe  ich  unter  der  Bezeichnung  OdogTj  eine  Funk- 
tion von  T,  deren  Quotient  durch  log  T  absolut  genommen  für  alle 
T  von  einer  gewissen  Stelle  an  unterhalb  einer  festen  Schranke  liegt. 
Ich  verstehe  allgemein,  wenn  yix)  eine  für  alle  reellen  x  von  einem 
gewissen  Werte  an  definierte  und  positive  Funktion  von  x  ist  und 
f\x)  eine  von  einem  gewissen  reellen  x  an  definierte  reelle  oder  kom- 
plexe Funktion  von  x,  unter  der  Schreibweise 

f{x)  =  0{g{x)) 
(sprich:   0  von  g{x)),  daß 

endlich  ist,  d.  h.,  daß  es  zwei  Zahlen  |   und  A  gibt,  für  welche  bei 
allen  x'^i, 

Jlx)\<Agix) 
ist. 

1)   Dieselbe   ist   für  jedes    T  endlich,    da   es   sich   wegen  der  Beschränkung 
0  <  ö  <  1  nur  um  ein  endliches  Gebiet  der  komplexen  Ebene  handelt. 
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Im  obigen  Falle  gibt  es  natürlicb,  wenn  (1)  überhaupt  wahr  ist, 
ein  A,  welches  allen  2' ^  2  entspricht,  da  ja  auf  der  endlichen  Strecke 
2  ^  T  ^  ^  gewiß 


logr 

unterhalb  einer  festen  Schranke  liegt.     Mit   anderen  Worten,  (Ij   be- 
sagt: Es  gibt  eine  absolute  Konstante  A,  so  daß  für  alle  T^2 

N(T)-{1  TlogT-'+'^f''  t)  <AlosT 

ist. 

II.  enthält  I.;  aus  II.  folgt  insbesondere  leicht:  Wenn  /3„  +  y^i 
(n  =  1,2,  •  •  •),  nach  wachsenden  Ordinaten  y^^  geordnet,  die  NuUsteLlen 
in  der  oberen  Halbebene  sind,  so  ist 

00 

;i  =  l        " 

konvergent,  dagegen 

n  =  l       " 

divergent,  d.  h.: 

III.  Wenn  q  =  ß  -\-  yi  alle  nicht  reellen  Wurzeln  von  ^(s) 
durchläuft,  ist 

'2w 

Q 

konversjent,  dagegen 

2v 

a 
divergent. 

Aus  III.  folgt:  Das,  was  wir  heute  als  Weierstraßsche  Produkt- 
darstellung der  ganzen  transzendenten  Funktion 

(5  -  1)  l  r(f^)  tis)  =  {s~i)r (f^  +  i)  ^{s) 

bezeichnen,  hat  die  Gestalt: 

(2)  {s -  1)  r{l  +  i)  t{s)  =  ^•«/7(i  -  J)ei ^ 

wo  k(s)  eine  ganze  transzendente  Funktion  ist.     Danach  ist,  wenn  C 
die  Eulersche   Konstante  bezeichnet. 
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ep 


=<'''=n(i+^)<'"^'-^-'-'77(i-:) 

7  =  1  ? 

also  kurz 

(3)  (s-l)^(s)  =  .'^-^^■)]7(l-|)e^, 

r 

WO  r  alle  Wurzeln  von  t,(s)  durchläuft  und  K{s)  eine  ganze  Punk- 
tion^) ist. 

Riemann  vermutete  nun  weiter  auf  Grund  heuristischer  Er- 
wägungen: 

IV.  Die  in  (2)  und  (3)  auftretenden  ganzen  transzenden- 

C 
ten  Funktionen  k{s)  und  K{s)  =  li(s)  +  ^s  sind  ganze  rationale 

Funktionen  ersten  Grades,  so  daß  bei  beliebiger  Anordnung 
der  Wurzeln  q  bzw.  r 

(.-i)5(s)-«.-— f— j7(i-;)«^ 


md 


{s-l)t{s)==Äe^^YJ{l-'^e^ 


ist,  wo  a,b,Ä,B  Konstanten  sind. 

V.  Die  Wurzeln  q  von  ^(s),  welche  dem  Streifen  0^(?^1 
angehören,  haben  alle  den  reellen  Teil  -|. 

VI.  Es  besteht  die  unten  mit  (5)  bezeichnete  Identität 
für  eine  mit  7t{x)  eng  verwandte  Funktion. 

Zur  Erläuterung  von  VI.  muß   hier  die  Erklärung   verschiedener 
Zeichen  vorausgeschickt  werden. 
Es  sei 

Li{e'") 

(sprich:  Integrallogarithmus  von  e"')  für  alle  nicht  reellen  iv  =  w  +  vi 

1)  Bei  der  Ausdrucksweise  „ganze  Funktion"  oder  „ganze  transzendente 
Funktion"  soll  der  Spezialfall  der  ganzen  rationalen  Funktion  einschließlich  des 
noch  spezielleren  Falls  der  Konstante  nicht  ausgeschlossen  sein. 

Landau,  Verteilung  der  Primnahlen.  3 
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(r  ^  0)   durch   die   län^s   horizontaler   Geraden    erstreckten    Integrale 
definiert: 


Li{c")  =  j  ''  ds  +  ni        für  r  >  0, 

—  ■\.  +  r  i 

L i (c'")  =  h^  r/s  -  TT  I         iür  r  <  0 ; 


—  oc  +  r  I 

diese  Integrale  sind  jedenfalls  wegen 

I  />•'  p" 

!  s    E=  '  V  I 
konvergent.     Für  positiv-reelle  w  ist  wegen 

e">l 
das  Zeichen 

Li(e") 

schon  am  Ende  von  §  4  definiert.  Für  i-eelle  tv  ^  0  werde  für  den 
vorliegenden  Zweck  dem  Zeichen  kein  Sinn  beigelegt. 

Es   bedeute  a'  für  a:  >  1  und  komplexes  s   den  Wert  e'^°^'',  wo 
log  X  reell  ist.     Für  die  Wurzeln  q  ist  q  log  x  nicht  reell,  also 

definiert. 

Es  bedeute  f(x)  für  nicht  ganze  a;  >  1  die  Funktion 

(4)  fix)  =  7l{x)  +  ^^7t  (x^)   +  I  TT  (J)   +  .  .  •, 

wo  die  Reihe  rechts  von  selbst  abbricht,  da  für  //  <  2 

n(y)  =  0 

ist.  f(x)  ist  also  für  nicht  ganze  iC  >  1  die  Anzahl  der  Primzahlen  bis 
X  plus  der  halben  Anzahl  der  Primzahlquadrate  bis  x  (d.  h.  der  Prim- 
zahlen bis  Yx)  plus  dem  dritten  Teil  der  Anzahl  der  Prinizahlkuben 
bis  X  (d.  h.  der  Primzahlen  bis  Yx)  plus  usw.  Man  kann  hierfür 
auch  schreiben 

eine  in  der  Folge  oft  benutzte  Schreibweise  bei  Summen,  in  denen  un- 
abhängig  j)  alle  Primzahlen,  m  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchläuft, 
so  weit  p'"  ^  X  ist.  Für  ganze  x,  die  Aveder  Primzahl  noch  Primzahl- 
quadrat noch  Primzahlkubus  usw.  sind,  sei  f(x)  ebenso  definiert;  wenn 
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aber  x  =  /j™«  ist,  so  sei  f(x)  gleich  obigem  Ausdruck  (4)  vermindert  um 
1  ^        1    In 

jiLj  Hl     '     2  ?»„ 

J9"'<.T 

Das  betreffende  rr  ist  also  gewissermaßen  nur  ein  halbes  Mal  berück- 
sichtigt. Man  kann  auch  so  definieren:  Für  diese  x  ist  bei  positivem, 
zu  0  abnehmendem  d 

fix  +  «y)  +  fix  -  8) 


fix)  =  lim 


(J  =  0 

(Mittelwert  an  der  Sprungstelle);   in  der  Tat  ist   bei   ganzem  x  =  p^" 
für  0  <  (^  <  1 

/•(-+^)-2M 

y''<a; 

f(x+6)+f^x  -  d)  _  y  1  ,  L  j^ . 

2  .ä^-J  TO  ~'    2  m^ 

;/"<.r 

Offenbar  ist  die  Anzahl  der  nicht  verschwindenden  Grlieder  rechts  in  (4) 

0{logx), 
da 

n  \x^')  >  0 
erfordert: 

x'"'^  2, 
-  logic  >  2, 

—  log  2 

Jedes   Glied    rechts    in   ( 4)    ist   höchstens    gleich   dem   vorangehenden. 

3* 
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Also  ist,  wenn  Tschebvschefs  Satz*' 

benutzt   wird, 

fix)  -  .T(.r)  =^\n  {x^)  4-  0  (loga;  n  {x^)) 


\logx/  \     *=*     log.r  '' 

-o(io';i)+ö(VJi 

~~      Vloga;/' 


also  /"(rr)  gleich  :r(.r)  bis  auf  einen  Fehler   von   weit   geringerer  Ord- 
nung als  7t  {x). 

Riemann  stellte   nun   ohne   strengen    Beweis   für  fix)   folgende 
identische  Gleichung-^  auf: 

(5)  f{x)  =  Li  {x)  -2{Li{x^')  +  Li  {x'^-'))  +/(y2_ny7rog  y  ^y  -  log  2, 
wo  q\  q"  alle  nicht  reellen  Wurzelpaare 

g'^ß-i-yi,       q"^1  -  q'=1  ~-  ß-yi 

von  t,  (s),  nach  wachsendem  positivem  y  geordnet,  durchlaufen.  Das  ist  die 
oben  als  Vermutung  VI.  bezeichnete  „Riemannsche  Primzahlformel." 
Ich  betone  nochmals,   daß,   selbst  die  Richtigkeit   dieser  Formel 
vorausgesetzt,  daraus  noch  keineswegs 

(6)  lim;-.^=l. 


d.  h 


lim  >-;A  =  1 


folgt.  Die  Wege  zum  „Primzahlsatz"  (6),  den  ich  als  das  wichtigste 
Gesetz  über  die  Verteilung  der  Primzahlen  ansehe,  sind  aber,  wie  der 
weitere  geschichtliche  Verlauf  zeigt,  viel  einfachere  gewesen  als  die 
zur  Riemann  sehen  Formel  (5).  Wer  den  Beweis  von  (6)  kennen 
lernen  will,  hat  nicht  nötig,  sich  mit  dem  Beweis  oder  auch  nur  dem 
Sinn  der  Formel  (5)  vertraut  zu  machen. 

1)  Vgl.  §  4,  Relation  (20). 

2)  Ein  Rechenfehler  im  letzten  —  konstanten  —  Gliede  ist  berichtigt. 
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§  6. 

G-auß. 

Ich  nenne  Gauß  erst  jetzt,  weil  er  selbst  nichts  über  die  Prim- 
Zcihltheorie  publiziert  hat;  die  näheren  Einzelheiten  seiner  Beschäf- 
tigung mit  dem  Gegenstande  wurden  erst  im  Jahre  1863  —  nach  dem 
Erscheinen  von  Riemanns  Abhandlung  —  dadurch  bekannt,  daß  im 
Bd.  2  seiner  gesammelten  Werke  ein  hochinteressanter  Brief"  an 
Encke  vom  24.  Dezember  1849  abgedruckt  ist,^)  In  diesem  erzählt 
Gauß,  daß  er  schon  als  Knabe^^  über  das  Problem  nachgedacht  hatte 
und  vor  Legendre  zur  Vermutung  gelangt  war,  7i{x)  in  bestimmte 
Beziehung  zu  elementaren  Funktionen  von  x  zu  bringen. 

Der  Brieftext  beginnt: 

„Die  gütige  Mittheilung  Ihrer  Bemerkungen  über  die  Frequenz 
der  Primzahlen  ist  mir  in  mehr  als  einer  Beziehung  interessant  ge- 
wesen. Sie  haben  mir  meine  eigenen  Beschäftigungen  mit  demselben 
Gegenstande  in  Erinnerung  gebracht,  deren  erste  Anfänge  in  eine  sehr 
entfernte  Zeit  fallen,  ins  Jahr  1792  oder  1793,  wo  ich  mir  die  Lam- 
bert sehen  Supplemente  zu  den  Logarithmentafeln  angeschaJBft  hatte. 
Es  war  noch  ehe  ich  mit  feineren  Untersuchungen  aus  der  höhern 
Arithmetik  mich  befasst  hatte  eines  meiner  ersten  Geschäfte,  meine 
Aufmerksamkeit  auf  die  abnehmende  Frequenz  der  Primzahlen  zu 
richten,  zu  welchem  Zweck  ich  dieselben  in  den  einzebien  Chiliaden 
abzählte,  und  die  Resultate  auf  einem  der  angehefteten  weissen  Blätter 
verzeichnete.  Ich  erkannte  bald,  dass  unter  allen  Schwankungen  diese 
Frequenz  durchschnittlich  nahe  dem  Logarithmen  verkehrt  proportio- 
nal sei ,   so  dass  die  Anzahl  aller   Primzahlen   unter    einer    oregebenen 

1)  1.  ' 

2)  Vor  1863  hatte  man  uur  ohne  nähere  ErUiuterung  in  dem  1852  erschiene- 
nen Briefwechsel  von  Olbers  und  Bessel  (1,  S.  2o4 — 235)  die  vage  Andeutung 
gelesen  (in  einem  Briefe  von  Bessel  an  Olbers  vom  1.  September  1810):    „Von 

einer  Untersuchung  über  das  berüchtigte  Integral  1  ^     theile  ich  Ihnen  etwas  mit, 


da  ich  glaube,  dass  es  Sie  iuteressiren  wird.  Soldner  hat  vor  einiger  Zeit  eine 
kleine  Schrift  über  diesen  Gegenstand  herausgegeben,  ,, Theorie  et  tables  d'une 
nouvelle  Transcendante";  von  welcher  Gauss  und  Schumacher  uns  einmal 
unterhielten,  und  welche  Gauss  veranlasste  uns  die  Bemerkung  mitzutheilen,  dass 
das  Integral,  so  weit  er  es  kenne,  mit  der  Anzahl  der  Primzahlen  in  Verbindung 
zu  stehen  scheine." 

3)  Gauß  ist  im  Jahre  1777  geboren  und  spricht  im  Briefe  von  den  Jahren 
1792—1793. 
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Grenzi'  ii  nahe  <liircli  tl;is   Iutt'»4r.il 


J 


,1,. 


ausgedrückt    werdt*.    wenn    der    li\  pcrlx^lische   Logarithm.    verstanden 
werde." 

Damit  meint   (Jaulj.  daß  -t(.t)  näherungsweise  gleich 


/'  ,h( 

J     lOff  II 


ist.     Daß    (lauß    diese   annähernde    Gleichheit    iu    dem    ganz    präzisen 
Sinn  der  Gleichung 

7t(x)  . 


.r  =« 


(1)  lim 

J  log«* 


meint,  geht  aus  einer  späteren  Stelle  seines  Briefes  liervur. 

Gauß  knüpft  nämlich  an  Legendres  Vermutung  an,  es  sei  :r{x) 
näherungs  weise 

X 

log  a?  —  1,0'8366  ' 

d.  h.  das  Ä(x)  des  §  2  habe  für  x=  oc  den  Limes  1,08  •  •  Gauß 
berechnet  nun  auf  Grund  der  Primzahltabellen  den  Wert  von  Ä(x) 
für  einige  große  Werte  von  x,  tindet  jedesmal  positive  Werte  für  A 
und  fügt  hinzu '^: 

„Es  scheint,  dass  bei  wachsendem  n  der  (Durchschnitts-)  Werth 
von  Ä  abnimmt,  ob  aber  die  Grenze  beim  Wachsen  des  n  ins  Un- 
endliche 1  oder  eine  von  1  verschiedene  Grösse  sein  wijd.  darüber 
wage  ich  keine  Vermuthung.'' 

Gauß  glaubt  also  zunächst,  daß 

hm  ,"^    =  O 

ist  und  hält  damit   die  Gleichungen  (1)  und 

,.       7t{x)         . 
l:m     —<—  =  l 

logx 

1)  Sein   (/  ist  uiuser  x. 
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für  richtig;  ferner  vermutet  er,  daß 

lim  Ä(x} 

X  =  00 

existiert;  nur  will  er  keine  Vermutung  darüber  wagen,  ob  dieser 
Grenzwert  gleich  1  oder  gleich  einer  anderen  Große  ist.  In  der 
zweiten  Hälfte  des  nächsten  Satzes  führt  er  dennoch  die  Möglichkeit 
des  ersteren  Falles  näher  aus: 

„Ich  kann  nicht  sagen  dass  eine  Befugniss  da  ist,  einen  ganz  ein- 
fachen Grenzwerth  zu  erwarten;  von  der  andern  Seite  könnte  der  Ueber- 

schuss  des  Ä  über  1  ganz  füglich  eine  Grösse  von  der  Ordnuno-  , 

"  °  ^    \ogn 

sein." 

Mit  anderen  Worten:  Es  sei  nicht  unwahrscheinlich,  daß  Ä(x) 
neben  der  Eigenschaft 

lim  A (x)  =  1 

X  =  oc 

noch  die  schärfere  hat,  daß 

^^-  =\ogx(Ä{x)-l) 

logar 

für  x^oo  einen  Limes  besitzt  und  daß  dieser  von  Null  verschieden  ist. 

Auf  diese  Vermutungen  ist  Gauß  wohl  etwa  durch  folgende  Er- 
wägungen gekommen. 

Es  werde  als  wahr  angenommen:  Die  Primzahlmenge  7t (x)  wird 
durch  die  Funktion 


/ 


du 
logu 


so  genau  dargestellt,  daß  nicht  nur 


x 

,  ■,        I    du 


ist,  sondern  sogar 


u 
lim  ^ =  0 

X  =  'X>  ^ 

log« 

X 

,  .        I   du 

^(x)—   I 

J  logw 

loff^a; 


lim 
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(1.  h. 

(2)  i-'"r('"'^:' -/-»)-" 


Dann   wäre 


wo 


2' 


liiuf^l.T)  =  0 


ist' .    In  Verbindung  mit  der  in  §  4  durch  ( 5)  für  q  =  2  bewiesenen 
Relation 

J  log  «  ~  logic    '"  log* X  "■    log»  X   '"  log' X  2 V  /  ' 

2 

lim  £j  (x)  =  0 

a-  =  00 

ist,  ergibt  sich  also,  wenn 

gesetzt  wird, 

logic  —  ^{ic)  ^  ^ 

.  X              X       I      2  a;             X         ,  N 

(^)                                           ^  bg«  +  log« a;  "*"  log"  a;  "^  bp« ^^ l^J  ; 
wo 

(4)  lim£3(a:)  =  0 

^•=1» 

ist.     Löst  man  die  Gleichung  (3)  nach  A{x)  auf,  so  erhält  man 

loga;       log-.T       log'a;       log'a; 


1+  J      +      %     +/»^f-l 
'    loga;       log*a;       log'a; 


log  X       log 


loga;       log*a;       log^a;       log^a; 


(5) 


'    logx       loga; 
loga;       log*.r       log-x 


1)  Solche   ßeziehungeu   werde   ich    später    durch   Einführung    der  Schreib- 
weise o{g{x))  sehr  vereinfachen. 
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Hieraus  würde  zunächst 

lim  A  (x)  =  1 

a:  =  00 

folgen  (wobei  nur  angewendet  wird,  daß 

lim  v?-^^  =  0 

ist,  was  bereits  aus  der  Annahme  der  Richtigkeit  der  Gleichung 

,.      loo-2.r  /       /    ,          r  du    \        ^ 
lim  7t (x)  —  I  -. I  =  0 

.r=cc    ^    V  r    ^^  V 

folgt,  ohne  daß  (2)  als  wahr  angenommen  wird).  Ferner  ergibt  sich  aus  (5) 
log.Uto.)  -  1)  =  log.      ^  _  - -^^J2£^    --  1 

\  loga:       log^  X       log^  X  / 

_K 2^ I     fsj-«)  _    hi'^ 

-,  \osx        \og^  X        log  X        \os^  X 

=  log  X — ^ zr-^ 7  -f 

log.«       log^  X       log^ic 

2  £^{X) 

logx        ^     ■^       logx 


\ogx        log- X        log^JJ 

wegen  (4)  folgt  daraus,  daß 

lim  log  a;  (^  (a;)  —  1)  =  1 

.r  =  00 

wäre,  —  unter  der  Annahme,  daß  (2)  wahr  ist. 

Dies  ist  wohl  ungefähr  der  Anlaß  zu  Gauß'  Vermutungen  ge- 
wesen. 

Aber  beAviesen  hat  Gauß  nichts;  jenen  Brief  hat  er  im  Alter 
von  72  eTahren,  also  gegen  Ende  seines  Lebens  geschrieben;  der  Brief 
enthält  nur  eine  Erläuterung  und  Erweiterung  der  Vermutungen, 
welche  Gauß  schon  als  Knabe  gehabt  hatte. 

§7. 

Mertens. 

Herr  Mertens  hat  im  Jahre  1874^^  zunächst  die  Tschebyschef- 
schen  Kunstgriffe  verfeinert   und   zum    ersten  Male   eine  Relation   be- 
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wiesen,  deren  Beweis  Legen dre^^  und  Tschebyschef*^  erfolglos  be- 
schäftigt hatte,  iiäinlich   die  Existenz  von 


Hin 

X    -  V 


[2]>  -H'log:r)  ^g 


p  ---  x 

und  sogar  die  noch  scliärforc   Relation 

I,  ';  X 

Ein  dabei  von  Herrn  Mertens  aufgestellter  Hilfssatz  ist  von 
besonderem  Interesse: 

^'°;"  =  iog.,.+  o(i). 

P  ':=  ■'• 

In  derselben  Arbeit  beweist  Herr  Mertens  zum  erstenmal  die 
Konvergenz  einer  speziellen  schon  von  Euler^^  unerlaubter  Weise 
i)onutzten   Reihe,  nämlich 

1_|_1    1  1_L.1_1_1     _1     1-1-^    

3    "T    5  7  11   ■'"  13  "T   17  lit  ii     I     29  '  '  '? 

WO  die  Nenner  alle  Primzahlen  7)  ^  )>  durchlaufen  und  die  Vorzeichen 
+  1  oder  —  1  sind,  je  nachdem  p,  durch  4  geteilt,  den  Rest  1  oder  3 
läßt.  Ich  schreibe  hier  diese  spezielle  Reihe  auf;  Herr  Mertens  hat 
aber  auch  die  Konvergenz  einer  Klasse  analoger  Reihen  bewiesen,  in 
denen  statt  4  eine  beliebig-e  y;anze  Zahl  /."  steht.  Er  hat  dann  —  alles 
noch  in  derselben  Abhandlunor  —  seine  orenannten  Sätze  und  die 
klassische  Dirichletsche  Methode  benut:4t,  um  für  die  Primzahlen 
der  arithmetischen  Progression  Ixy  +  /,  avo 

(A-,  /)  ==  1 

ist,  die  Verallgemeinerung''  von  (1)  zu  beweisen: 

^mi   p  qp(/.)        00'  \10gX/ 

P  ~  X 

Aber  daraus  folgte   nicht   etwa  schon,    (hdi    der  (Quotient    der  Ulieder- 

1)  2b,  S.  396—31)7;  4,   Hd.  2,  S.  G7— (>8;  o,  Bd.  "2,  S.  67—69. 

2)  la,  S.  225—229;  1  b,  S.  219  —  223;  2a,  S.  154—157;  2b,  S.  361—365; 
2c,   S.  45  —  48;  8,  S.  239—244. 

3)  2,  S.  241;  4;  5,  S.  511—513. 

4)  Um  die  Formeln  nicht  zu  lang  werden  zu  lassen,  lasse  ich  unter  den 
Sammenzeicheu  den  Zusatz  mod.  /■•  stets  fort. 
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zahlen  links  für  zwei  solche  Reihen  hy-^l,,  lcy-\-l^,,  d.  h.  der  Le- 
ge ndre  sehr  Quotient 

für  a;  =  oo  den  Limes  1  hat.  Man  konnte  aus  Herrn  Mertens  Re- 
sultat (aber  auch  schon  aus  Dirichlets  Formeln)  in  Verbindung  mit 
bekannten  Grenzwertsätzen  nur  schließen,  daß 

iim  — — , 
entweder  nicht  existiert  oder  =  1  ist,  allerhöchstens,  daß 

lim  inf      ,   -  <C  1 

TT  ,(.ri  — 

und 

lim  sup      ,  ,  >  1 

ist. 

Von  Herrn  Hertens'  weiteren  bedeutenden  Leistungen  in  der 
Primzahltheorie  ist  hier  noch  insbesondere  zu  erwähnen,  daß  er^^  zu- 
erst direkte  Beweise  für  das  Nichtverschwinden  der  unendlichen  Reihen 
angeo^eben  hat,  welche  bei  Dirichlets  Beweis  des  Satzes  von  der 
arithmetischen  Progression  gebraucht  werden.  Die  Merteusschen  Be- 
weise  sind  von  der  Theorie  der  Klassenzahl  der  quadratischen  Fornf^n 
unabhängig  und  völlig  elementar. 


Zweites  Kapitel. 
Hadamard  und  seine  Nachfolger. 

§8. 
Hadamard. 

Nachdem    Tschebyschef  über   die   Unbestimmtheitsgrenzen   des 
Quotienten 

n  {x)  log  X 

X 

bewiesen  hatte,  daß  die  untere  >  0  (sogar  ^  0,92129  •  •  ■),    die   obere 
1)  4;  5;  6;  7;  10. 
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endlich  (und  ^  1,10555  •  ••)  ist,  wurde  von  verschiedenen  Seiten  mit 
der  Tschebyschefscben  Methode  durch  Anwendung  komplizierterer 
Ausdrücke  der  Spielraum  dieser  Schranken  verengert,  jede  der  Schranken 
etwas  näher  an  1  herangerückt.  Dies  bedeutete  keinen  i>rinzipiellen 
Fortschritt;  denn  mit  dem  Tschebyschefscben  Mitteln  ist  es  nie- 
mand gelungen,  das  Ziel  zu  erreichen, 

liminf  "^•'-^'^^>1 

.T  

X  =  a; 

und 

hm  sup     -  '~°  -  ^  1, 

x  =  <x,  ^ 

d.  h. 

lim  -"^^^-'-°-?^  =  1 

x  =  x  •*■ 

ZU  beweisen.  Sylvester^'  beschließt  1881  eine  seiner  Arbeiten,  welche 
diesem  Ziele  zustrebt  und  nichts  weiter  als  eine  Verengerung  der 
Tschebyschefscben  Schranken  erreicht,  mit  den  Worten: 

,,But  to  pronounce  with  certainty  upou  the  existence  of  such 
possibility,  we  shall  probably  have  to  wait  until  some  one  is  born 
into  the  world  as  far  surpassing  Tchebycheff  in  insight  and  pene- 
tration  as  Tchebycheff  has  proved  himself  superior  in  these  qualities 
to  the  ordinary  run  of  mankind.*' 

Als  Sylvester  diese  Zeilen  schrieb,  war  Jacques  Hadamard 
schon  geboren.  Diesem  gelang  es,  das  Ziel  zu  erreichen,  und  zwar 
auf  dem  Wege,  welchen  schon  lange  zuvor  zu  verwandten,  aber  anderen 
Zwecken  Riemanu  betreten  hatte. 

Lange  hatten  die  Riemannschen  Ideen  nicht  nutzbar  gemacht 
werden  können:  von  den  Schwierigkeiten,  die  ihn  aufgehalten  hatten, 
war  bis  zum  Jahre  1892  noch  keine  überwunden.  1892-  und  1893^' 
erschienen  nun  zwei  hochbedeutende  funktiouentheoretische  Arbeiten 
von  Herrn  Hadamard.  Am  Schluß*'  der  zweiten  bewies  er  die  im 
§  5  mit  L,  III.,  IV.  bezeichneten  Riemannschen  Vermutungen,  also 
die  Existenz  der  o,  die  Divergenz  von 


5:4. 


1)  3,  S.  247. 

2)  Essai  sur  l'etude  dt-s  fonctious  donnees  par  leur  developpe- 
ment  de  Taylor,  a)  Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees,  Ser.  2 
Bd.  8,  S.  101—186;  1892.     b)  These    86  S.\    Paris:  1892. 

3)  1. 

4)  S.  210—215. 
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die  Konvergenz  von 


und  die  Gleichunffen 


^   q' 


(1)  i^s-ms)  =  ae'-^-^^lJ{l-l).}, 

Mit  berechtigtem  Entdeckerstolz  durfte  Herr  Hadaraard  in  dem 
späteren  Bericht ^^  über  seine  Arbeiten  schreiben: 

,,Une  fois  ces  propositions  etablies,  la  theorie  analytique  des  nombres 
Premiers  put,  apres  un  arret  de  trente  ans,  prendre  un  nouvel  essor; 
eile  n'a  cesse,  depuis  ce  moment,  de  faire  de  rapides  progres." 

Übrigens  betonte  Herr  Hadamard  ausdrücklich,  daß  er  Rie- 
manns   Vermutung   H.   nicht   beweisen   könne    und   nicht   einmal   die 

Existenz  von  vr/'^ 

m  ■ 


r==oriogJ' 

über  N{T)  erhielt  er  nur  weniger  genaue  Abschätzungen. 

Auf  seine  ersten  Arbeiten  gestützt,  bewies  alsdann -^  Herr  Hada- 
mard im  Jahre  1896  durch  eine  weitere  lange  Reihe  von  Schlüssen 
die  Gleichung 

(2)  Imi  ^f  =  1, 

womit,  wie  ich  im  §  4  schon  gezeigt  habe,  auch  der  Primzahlsatz 

(3)  lim     ""^^  =-^  1 


logx 
mitbewiesen    war.     Gleichzeitig    wurden   (2)    und   (3)    1896  auch  von 
Herrn  de  la  Vallee  Poussin  bewiesen   (vgl.   §  10).     Ein  wichtiges 
Hilfsmittel  beider  Autoren  bestand  in  dem  unterwegs  erbrachten  Nach- 
weis, daß  keine  Nullstelle  von  ^(s)  den  reellen  Teil  1  besitzt. 

§9. 
Von  Mangoldt. 

Zwischen    1893    und    1896    (Jahre    des    Erscheinens    der    beiden 
Hadamardschen  Arbeiten  über  ^{s))  fällt  eine  weitere  bahnbrechende 

1)  7,  S.  10. 

2)  4. 
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Arbeit^'  vuu  Jlerrii  von  Mangoldt  aus  dem  Jahre  1895.  Von  dem 
Hadamardschen  Ergebnis  (1)  des  §  8  ausgehend  und  durch  Hinzu- 
füofunLr  eiuer  hmsjeu  Iioihe  weiterer  Schlüsse  hat  Herr  von  Mano;ol(lt 
die  i{  ieniaunsche  Yernuituug  VI.  bewiesen,  d.  h.  die  Riemanuschc 
Primzahlformel:  die  Hanptschwierigkeit  lag,  wie  man  sich  ja  denken 
kaim.  in  dem  Beweise,  daß  flie  darin  auftretende  Summe 

^\L  ?./<'')  +  Li  ix'"'")) 

'/'  c" 
konvergiert.    Eines  der  von  Mangoldtschen  Hilfsmittel  bestand  darin, 
daß  es  ihm  am  Anfang   seiner  Arbeit  gelungen  war,   die  lliemanu- 
sche  Vermutung  IL  fast  völlig  zu  beweisen,  d.  h.  völlig  mit  der  etwas 
ungenaueren  Restabschätzuiig  O(log-T)  statt  O(logT),  also  die  Formel 

N(T)  =  ./^  T  log  J  -  '  +  ^^^^""^  T+0  (log2  T). 

Ich  füge  gleich  hinzu,  daß  im  Jahre  1905  Herr  von  Mangoldt'^' 
die  Riemannsche  Vermutung  II.  in   vollem   Umfange   bewiesen   hat. 

Übrig  bleibt  allein  die  Riemannsche  Vermutung  V.,  daß  alle 
von  den  —  2q  verschiedenen  Nullstellen  von  ^{s)  den  reellen  Teil  -5- 
haben.  Das  ist  bis  heute  unbewiesen  und  unwiderlegt.  Ja  noch  mehr: 
Man  weiß  nicht  emmal,  ob  die  obere  Grenze  der  reellen  Teile  der 
Nullstellen  =  1  oder  <  1  ist.  Kleiner  als  \  kann  sie  jedenfalls  nicht 
sein;  denn,  da  i,{s)  im  Streifen  0  ^  (?  ^  1  unendlich  viele  NullsteUeu 
hat  und  da  in  diesem  Sti-eifen  aus 

m  =  0 

nach  der  Rieniann sehen  Funktionalgleichung 

.^(1  -  .^)  =  0 
folgt,  so  hat  t,{s)  unendlich  viele  Wurzeln  im  Streifen 

übrigens  infolgedessen  mach  der  Sehlußbemerkung  des  §  8)  sogar  im 
Streifen 

i  ^  ö  <  1- 

^  1(1. 

De  la  Vallee  Foussiu. 

Auf  die  erste  Hadamardsche  Arbeit  aus  dem  Jahre  1893,  ins- 
besondere auch  auf  die  Formel  (1)  des  §  S  gestützt,  hnt   Herr  de  la 

1)2. 
2)  7. 
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Vallee  Poussin^)  etwa  gleichzeitig  mit  Herrn  Hadamard  und  unab- 
hänsfis:  von  ihm  im  Jahre  1890  einen  Beweis  des  Satzes 

lim  ^^^  =  1 

X 

.V  =  X 

publiziert  und  auch  ausdrücklich  die  Folgerung-) 

lim  "^^'-^^  =  1 

X 

.(•  =  00 

hervorgehoben. 

Den  nächsten  wichtigen  Fortschritt  in  der  Primzahltheorie  hat 
aber  Herr  de  la  Vallee  Poussin  —  unter  Benutzung  der  bisherigen 
Ergebnisse  —  allein  und  als  erster  gemacht,  in  einer  hochbedeutenden 
Arbeit"')  vom  Jahre  1899.     Nachdem  1896  bewiesen  Avar,  daß  :t{x)  zu 

x 

ieder  der  beiden  Funktionen    ,  '       und    /, in  der  Beziehung  steht, 

''  iogx  J  logtt  °  ' 

2 

daß  der  Quotient  für  x  =  oo  den  Limes  1  hat,  entstand  die  weitere 
Frage,  ob  7i{x)  durch  eine  der  beiden  Funktionen  besser  dargestellt 
wird  als  durch  die  andere.  In  dieser  Hinsicht  war  durch  Tscheby- 
schef  nur  bekannt,  daß 

lim  — ^ —  (Tcix)  —  .  —    , 
.1  =  00      X      \    ^  logxj' 

wenn  vorhanden,  =  1,  aber 

x 

limL«gl^(^(^)_r/^\ 

wenn  vorhanden,  =  0  ist,  und  ferner,  daß  entsprechendes  für  jeden 
weiteren  „Näherungswert   des  Integrallogarithmus  in  endlicher  Form" 

l'M)        \ogx^\og'x^  ^  log^-^a^ 

gilt.     Da  nämlich,  wie  in  §  4  festgestellt  wurde, 

ist  und  da  nach  Tschebyschef 


1)  2,  Premiere  partie  (^S.  183—256). 

2)  2,  S.  360—361. 

3)  9. 


48  W-  Hudamard  und  seine  Nachfolger. 


wenn  vorhuuden,  =  0  ist,  so   ist 

.T  =  'X> 

wenn  vorhanden  ^\  =  (q  —  1)!;  also  wird,  wenn  diese  Grenzwerte  existieren, 

X 

:t(x)    besser   durch    1  ,    "    als  durch  f'(x)  dargestellt. 

^    log  l(  '  i^    ''  <=" 

£ 

Herr  de  la  Vallee  Poussin  bewies  nun  1899  für  jedes  q  die 
Relation 

(3)  U.'^(.(.)-P^j  =  0. 

Er  hat  damit  für  q  =  2  bewiesen,  daß 

x  =  «>       ^        V  '/     'Og»    / 

ist,  also  nach  §  6  die  G au ß sehe  Vermutung 

lim  A{x)  =  1, 

.r  =  00 

ferner,  wenn  ^  =  3  eingesetzt  wird, 

also  nach  §  (5  die  G  au  ß sehe  Vermutung  von  der  Existenz  des 

lim  logx{A{x)  —  1), 

X  =  oo 

der  sieh  natürlich  alsdann  =  1  ergeben  mußte,  und  eben  für  beliebiges 

X 

q  die  Helation  (3),  welche  besagt,   daß  i,    ^     ,   also    auch    Li(x),    die 

3 

Funktion  7t(x)   besser  darstellt  als  jedes  f,^(x),  „besser"  in   dem   ganz 

1)  Und  zwar  sind  (1)  und  (2)  entweder  beide  vorhanden  oder  beide  nicht 
vorhanden.  Vgl.  die  Erörterungen  im  §  4  über  den  dort  mit  (18)  bezeichneten 
Ausdruck. 
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präzisen  Sinn   der   durch  Herrn   de  la  Vallee  Poussin   für  jedes  q 
bewiesenen  Relationen  (3)  und 

(4)  lim  ^"V"'  (^(^)  -  /;(^))  =  (2  -  !)!• 

x  =  x        '*' 

Es    ist   —   um    die    Überlegenheit   des   Li{x)   über  jedes  f]^{x)    noch 
prägnanter  hervorzuheben  —  nach  (3) 

X=!X> 

während  nach  (4) 

lim  l?i!^  (^jt{x)  -  t\(x))  =  +  oo 

ist. 

Am  handlichsten  ist  es,  Herrn  de  la  Vallee  Poussins  Ergebnis 
so  zu  schreiben:  Für  jedes  (£  ist  nach  (3) 

.(.)=«(.)  +  0(^), 
also  mit  Rücksicht  auf  §  4,  (5) 

^W        log^.  -^  \og^~x  ^         ^    iog'2-ia;    ^       Vlog^^/ 

Dies  besagt  für  (2  =  2  als  erste  der  von  Herrn  de  la  Vallee 
Poussin  erstiegenen  neuen  Stufen 

^  ^       \ogx  \log^a;/ 

Ich  bemerke  noch,  daß  Herrn  de  la  Vallee  Poussins  Ergebnis 
(3),  welches  zu  den  wichtigen  genannten  Folgerungen  Anlaß  gab,  aus 
der  zuvor  von  ihm  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  noch  schärferen 
Formel  folgt: 

X 

(5)  .{^)-J^ll^  +  0{xe-'y^'), 

WO  a  eine  positive  Konstante  ist.     In  der  Tat  ist  für  jedes  q 
lim  f  °°^  .  xe-y^^^A  =  lim  -^^"'^ 


=  lim^ 
=  0. 


e 

22 
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ö>i-   r  ^,  t 


Um   das   a  näher  zu   erläutern,    füge  ich   hinzu,    daß    es  Herrn 
de  la  Vallee  Poussin  zunächst  gehmgen  war,  den  Satz  zu  beweisen: 
Es  existiert  eine  positive  Konstante  rt,  für  welche,  das  Gebiet 

1 
a  log 

nicht  iniendlich  viele  NullsteUen  von  ^(s)  enthält,  d.  h.  für  welche 
es  ein  f^   derart  gibt,  daß 

a^)  s(^^)  +  0     für     (?^l-„4^'   ^^^0 

ist. 

Mit  noch  anderen  Worten  (ohne  dabei  die  Zahl  a  zu  erwähnen): 
Für  die  Nullstellen  /i,,  +  y^^i  von  ^(s)  in  der  oberen  Halbebene  ist 

limmf(l-/3jlogy„>0. 

Für    jedes    solche    a    (er    bewies,    daß         =0,034666  •••,  d.h. 

a  =  28,8  •  •  •  diese  Eigenschaft  hat)  folgerte  er  nun  (5)  in  dem  Sinne, 

daß  u  jede  Zahl  <  bedeuten  kann^',  also  z.  B.  für 

1  « 

fc  =  0,186. 

Um  von  (6)  zu  (5)  überzugehen,  machte  er  nochmals  von  den  Hada- 
mard sehen  Sätzen  über  Existenz  und  Verteilung  der  Xullstellen  von 
^(s)  Gebrauch. 

So  viel  über  Herrn  de  la  Vallee  Poussins  Beiträge  zum  all- 
gemeinen Prim  Zahlproblem. 

Bei  dem  Problem  der  Primzahlen  der  arithmetischen  Progression 
hat  er'^  durch  ganz  analoge  Methoden  in  ihrer  Anwendung  auf  Ver- 
allgemeinerungen der  Riemannschen  Zetafunktion  den  Nachweis  ge- 
führt, daß  für  die  Anzahl  der  Primzahlen  ly  -\-  /,  <  x,  wo 

ist, 

x  =  ^        ^  <P(*) 

loga; 
ist,  ebenso  für  die  Summe  ihrer  Logarithmen 

p  =  ^ 


1)  Zur  Orientieruug:  (6)  ist  besser,  je  kleiner  n  ist;  lö)  ist  besser,  je  größer 
a  ist. 

2)  2,  Deuxifeme  partie  (S.  281—362). 
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daß 

.,  =  ^      X  qPl/.-) 

ist;  er  bewies  also  insbesondere  für  zwei  solche  Progressionen  ky  +  /,,, 
/.//  +  /,'  mit  derselben  Differenz 

lim"^^=l, 

womit  die  Legendre-Dirieliletsche  Vermutung  bestätig-t  war. 

Gleichzeitig  wurden  diese  Sätze,  wenigstens  für  ^^(x),  auch  von 
Herrn  Hadamard  in  der  1896er  Arbeit^'  entwickelt,  ohne  daß  hier 
die  Beweise  in  allen  Einzelheiten  ausgeführt  wurden.  Herr  Hada- 
mard bemerkt  mit  Hecht,  daß  mutatis  mutandis  alles  auch  geht, 
überläßt  aber  dem  Leser  sehr  viel,  während  Herr  de  la  Vallee 
Po  US  sin  auf  alle  jene  Einzelheiten  eingeht. 

§  11. 
Verfasser. 

üie  erste  meiner  Arbeiten,  von  denen  ich  hier  sprechen  muß, 
ist  vom  Jahre  1003 -\  Sie  hat  zwei  nach  derselben  neuen  Methode 
bearbeitete  Teile,  einen  auf  das  Primzablproblem  bezüglichen  und 
einen,  der  das  entsprechende  allgemeinere  Problem  für  die  Primideale 
eines  algebraischen  Zahlkörpers  behandelt,  wovon  in  diesem  Werke 
nicht  die  Rede  sein  soll. 

Der  erste  Teil  enthält  kein  neues  Ergebnis  über  7t  (x),  sondern 
liefert  auf  sehr  abgekürztem  Wege  den  Primzahlsatz  und  überhaupt 
mit  Ausschluß  der  Formel  (5)  des  §  10  alle  Hadamard- de  la 
Vallee  Poussinscheii  Ergebnisse  über  7c{x)',  an  Stelle  jener  Formel  (5) 
aber  die  fast  gleich  scharfe^' 

welche  auch  für  jedes  q 

1)  4. 

2)  10. 

3)  Hierin  hätte  ich  damals  13  ohne  weiteres  bis  zu  10  (exkl.),  aber  nicht 
weiter,  also  gewiß  nicht  bis  zu  2  hin  verkleinern  können. 

i* 
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(Formel  {pt)  des  §  10),  also  alle  Kousecnicnzen  daiaus  liefert.  Jene 
neue  Methode,  deren  Einzelheiten  der  Leser  in  der  Folge  kenneu 
lernen  und  bei  den  verschiedensten  Prol)lemen  mit  Erfolg  ange- 
wendet finden  wird,  führt  erstlich  bei  dem  vorliegenden  Problem 
viel  schneller  zum  Ziel,  ab  ovo  auf  wenigen  Druckseiten  gegenüber 
den  zwei  viel  längeren  älteren  Beweisen;  dann  ist  sie  prinzipiell  ein- 
facher, da  sie  von  den  neueren  Hadamardschen  Sätzen  über  die 
ganzen  Funktionen  im  allgemeinen  und  [s  —  Vjt^is)  im  besonderen 
keinen  Gebrauch  macht,  also  die  Existenz  der  komplexen  Wurzeln 
von  t,(s)  nicht  als  bekannt  voraussetzt,  ja  nicht  einmal  die  schon 
durch  Kiemann  gesicherte  Tatsache,  daß  ^(s)  in  der  ganzen  Ebene 
existiert.  Ich  bleibe  beim  ganzen  Verlauf  meines  Beweises  des  Prim- 
zahlsatzes 

lim   ''^^^    =1 


X 

logrr 


und  der  allgemeineren  Relation 


soweit  ich  aus  der  Halbebene  ö  >  1  herausgehe,  in  nächster  Nähe  der 
Geraden  6=1,  eben  in  einer  solchen  Nähe,  von  der  ich  mit  den 
elementarsten  Mitteln  nachweise,  daß  t,(s)  dort  keine  Nullstelle  hat 
und  gewisse  Ungleichungen  erfüllt. 

Im  zweiten  Teil  meiner  Arbeit,  den  ich,  wie  gesagt,  in  diesem 
Werke  nicht  reproduziere,  um  nicht  den  Boden  der  elementaren  Zahlen- 
theorie zu  verlassen,  habe  ich  mit  meiner  Methode  überhaupt  zum 
ersten  Male  den  entsprechenden  „Priniidealsatz"  beweisen  können-, 
alle  früheren  Methoden  konnten  nicht  zum  Ziele  führen,  weil  für  die 
betreffende  verallgemeinerte  Zetafuiiktion  unb('kannt  war  —  und  auch 
heute  noch  unbekannt  ist  — ,  ob  ihr  Produkt  mit  s —  1  eine  ganze  trans- 
zendente Funktion  ist  oder  auch  nur  irgendwo  links  von  einer  gewissen 
Geraden  existiert.  Ich  hatte  damit  eines  der  sogenannten  Hilbert- 
schen''  Probleme  gelöst.  Ich  erwähne  dies,  um  dem  Leser  verständ- 
lich zu  machen,  warum  icli  solchen  Wert  auf  eine  Methode  lege, 
welche  l)ei  dem  IVoblem,  au  dem  er  sie  zunächst  kennen  lernen  soll, 
kein  neues  F^ndergebnis  gegeiiül)er  den  älteren  Methoden  liefert. 
Übrigens  wird  der  Leser  an(di   Pi-obleme  der   Prinr/ahltheorie   kennen 

1)  -ia,  S.  275—270;  21).   S.  Jl.-,;  :{,  ^.  8G. 
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lernen,  die  erst  mit  den  erwähnten,  von  mir  herrührenden  Hilfsmitteln 
bewältigt  werden  konuten. 

In  einer  anderen  Arbeit^'  vom  Jahre  1903  gelang  es  mir  ganz 
ebenso  mit  jenen  einfachen  Mitteln  (die  hier  umsomehr  den  Weg  ab- 
kürzten, als  die  unnötig  gewordeneu  Hilfssätze  über  Existenz  und 
Verteilung  der  Nullstellen  der  betreffenden  Funktionen  bei  Herrn 
de  la  Vallee  Poussin  einen  breiten  Raum  einnahmen)  zu  beweisen, 
daß  für  die  Primzahlen  <x  m  der  arithmetischen  Progression  hy+l^ 


lim 

a;  =  oo 


qp(^-) 


\ogx 


ist,    und   auch   (was   bei   Herrn    de   la  Vallee   Poussin    noch    nicht 
ausgeführt  war),  daß  für  jedes  q 

■V  s 

(1)  iiuiL<i-(;,,,(^)_-i^r/^^^)=o 

^     ^  0^  =  00       ^        \     '  'Pi^)J    log"   / 

ist.    Ich  bewies  nämlich  zunächst  durch  Anwendung  des  C au chy sehen 
Integralsatzes ^^,  daß 

X 

(2)  ^X^)  =  -  ]y^  r.^-"-^  +  o{xe-y'-^-) 

^   ■'  >'^  -^        ^Q<')J  log^^ 

2 

ist,  wo  y  eine  —  übrigens  von  /r  abhäugige  —  Konstante  ist.    Mit  (2) 
war  wegen 

(1)  bewiesen. 

In  meinen  Abhandlungen  seit  1903  habe  ich  jene  Beweise  nur 
unwesentlich  vereinfacht  und  höchstens  etwas  allgemeiner  formulieren 
können,  so  daß  immer  deutlicher  wurde,  wie  wenig  die  Eigenschaft 
der  p,  gerade  die  Primzahlen  zu  sein,  bei  den  Beweisen  benutzt  wird. 
Im  Jahre  1908^)  bewies  ich  übrigens  zum  erstenmal  (durch  eine 
neue  Hilfsbetrachtung  mit  meinen  elementaren  Methoden),  daß  in  (2) 
die  Zahl  y  von  k  und  l^  una])hängig  (z.  B.  =  9)  gewählt  werden  kann. 

Ich  will  unter  Übercrehunsf  einer   großen  Reihe   meiner  Abhand- 


1)  13. 

2)  Dieses  klassischen  Hilfsmittels  konnte  ich  in  keiner  meiner  Arbeiten 
entraten,  wenn  ich  sie  nicht  in  ganz  unnötiger  Weise  durch  Maskierung  des- 
selben hätte  in  die  Länge  ziehen  wollen. 

;-5)  40. 


54  "    IIuthiiiKtrd  Ulli!  aeinc  yadtfolyer. 


langen,  deren  Ergebnisse  in  das  vorliegende  Werk  hineingearbeitet 
sind,  nur  noch  zweierlei  erwähnen. 

I.  Kür/lieh  habe  ich'-  gezeigt:  Man  kann,  von  Herrn   de  la  \ii]- 
lee   l'oussiuis  Satz  (6)  des  §  10 

;:(s)4=(,i  für  ö>l-     ,1  ,,  t>tQ 

ausgebeml,  uline  noehiiials  die  Existenz  der  Wurzeln  von  ^6")  anzu- 
wenden (von  ihrer  Existenz  muß  man  allerdings  zur  Zeit  Gebrauch 
machen,  um  ihre  Nichtexistonz  im  Gebiete  des  genannten  Satzes  (6) 
zu  beweisen),  den  Satz  (5)  des  §  10 


^  ^       J  log«  ^ 


direkt,  und  zwar  auch  für  alle 

auf  meinem  Wege  beweisen.  Dies  ist  vini  großer  Tragweite,  da  das 
Analoge  auch  für  Zahlklassen  gilt,  bei  denen  die  Existenz  der  zu- 
gehörigen Funktionen  in  der  ganzen  Ebene  zweifelhaft  ist.  Übrigens 
hatte  ich  bei  jener  Gelegenheit  auch  Herrn  de  la  Vallee  Poussins 
a  verkleinert,  also  a  vei'größert  und  damit  die  Primzahlmeuge  ge- 
nauer abgeschätzt,  als  bisher  geschehen  war. 

n.  Von  meinen  Arbeiten  in  der  Prinizahltheorie  hat  mir  nächst 
der  am  Anfang  dieses  Paragraphen  genannten  vom  Jahre  li'OB  am 
meisten  eine  meiner  letzten'-'  Freude  gemacht,  in  der  es  mir  gelungen 
ist,  den  von  Mangoldtschen  Beweis  der  Riemannschen  Primzahl- 
formel durch  einen  erheblich  kürzeren  zu  ersetzen;  hernach  führte 
ich'^'  das  auch  bei  einer  analogen  Formel  für  die  Ptinizalileii  einer 
arithmetischen  Progression  aus;  die  entsprechende  Übertragung  der 
von  Mangoldt.schen  Methode  war  wegen  der  Kompliziertheit  der  Be- 
trachtungen, die  sich  im  allgemeinen  Fall  der  Progression  noch  steigern 
würde,  nie  bewerkstelligt  worden. 

Damit   habe    ich    dem    Leser    die    wichtigsten   Marksteine    in    der 

1)  42,  S.  46—53  An  einer  Stellt'  von  :U  (S.  iSO  — 244)  konnte  ich  den  in 
Betracht    kommendt'ii  Nachweis    nur   tüj-   ullc  «■  <^        _  führen,    in    4"2  dann    für 

1  ■■^v» 

alle  a  ^      _ 

2)  35. 

3)  41. 
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Entwicklung  des  Primzablproblems  gezeigt,  soweit  sie  sich  auf  die 
asymptotischen  Gesetze  von  7t(x)  und  die  genaue  Riemannsche  For- 
mel nebst  den  Aiiahiga  bei  der  arithmetischen  Progression  bezielien. 
Ich  muß  naturgemüB  darauf  verzichten,  weitere  Dinge  in  der  Ein- 
leitung aufzuführen,  die  ja  nicht  eine  Aufzählung  aller  im  folgenden 
zu  beweisenden  Sätze  bieten  f^oll.  Im  Gegenteil:  Alles,  was  ich  bisher 
besprochen  habe,  gehört  den  zwei  ersten  der  folgenden  sechs  Bücher 
an,  und  auch  in  diesen  zweien  steht  mancher  wichtige  Satz,  den  ich  im 
vorhergehenden  auch  nicht  einmal  andeutungsweise  erwähnt  habe;  ich 
werde  auch  manchen  verdienten  Forscher  noch  zu  nennen  haben,  von 
dem  der  Leser  in  diesen  Zeilen  noch  nichts  erfahren  hat.  Aber  der 
L(\ser,  der  mir  bis  hierher  getreulich  gefolgt  ist,  wird  schon  ungeduldig 
geworden  sein,  endlich  die  Beweise  für  die  Sätze  kennen  zu  lernen,  die 
ihm  hier  aufgezählt  wurden.  Er  wird  sich  wie  ein  Wanderer  vor- 
kommen, der  eine  Bergwanderung  machen  will  und  statt  dessen  nur  zu 
hören  bekommt,  wer  zuerst  die  Berge  erstiegen  hat  und  wie  er,  wenn 
er  einmal  auf  einer  Spitze  angelangt  sein  wird,  von  da  aus  auf  einen 
anderen  Gipfel  direkt  in  der  Höhe  steigen  kann,  ohne  inzwischen  ins 
Tal  zurückzukehren.  Also  bitte  ich  den  Leser,  jetzt  mit  mir  hinauf- 
zusteigen und  sich  nicht  zu  bald  wieder  nach  dem  Tale  zurückzu- 
sehnen. Was  er  bisher  erfahren  hat,  wird  ihm  doch,  weil  es  ihm  die 
Ziele  im  voraus  zeigt,  bei  der  Wanderung  von  Nutzen  sein,  und  die 
Entwicklung  der  Wissenschaft  ist  ja  gerade  in  der  Primzahltheorie 
ähnlich  gewesen:  Man  hatte  meist  längst  in  scheinbar  greifbarer  Nähe 
die  Ziele  vor  Augen,  welche  man  dann  nur  langsam  erreichen  konnte. 


EESTBS  BUCH. 

ÜBER  DIE  ANZAHL  DER  PRIMZAHLEN 
UNTER  EINER  GEGEBENEN  GRÖSSE. 


Erster  Teil. 
Anwendung  elementarer  Methoden. 

Drittes  Kapitel. 
Über  die  Walirsclieiiilichkeit,  daß  eine  Zalil  rrimzalil  ist. 

§  12. 
Bezeichnungen. 

Schon  im  ^  5  habe  ich  die  Bedeutung  der  Abkürzung 

fix)  =   0(j/{:X}) 

erklärt,  in  welcher  f(x)  und  g(x)  für  alle  (nicht  nur  ganzzahligen) 
positiven  x  von  einer  gewissen  Stelle  an  definiert  sind  und  //(.r)  von 
einem  x  an  positiv  sein  soll,  nämlich: 

lim  sup       ■  ,     <  OD , 


d.  h.  es  gibt  ein  t,  und 

ein   Ä,  so  daß  für 
fix)  1  <  Äg{x) 

alle  x'^t, 

ist.     Eo  ipso  ist  hierbei 

Ä  positiv. 

Beispiele: 

Yx  =  0(x), 
x-{-l  =  0{x), 

.r  sin.^'  =  0{x), 
(f-^  =  0(1) 

usw. 

Dies    Zeichen    0    gestattet    oftmals    bei    komplizierten    Formeln, 
welche  nur  asymptotischen  Zwecken,  d.  h.  Limesbeweisen  für  x  =  oo, 
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dienen  sollen,  von  vornherein  mehrere  Glieder,  auf  deren  genauere 
Abschät/Aing  es  nicht  ankommt,  in  ein  abgekürztes  Symbol  zusaninien- 
zuziehen. 

Das  Zeichen  genügt   natürlich  den  Bedingungen: 

1.  Aus 

U{x)=  0{g,{x)) 
folgt 

/i(^0  +  /2(^)=  0(g,(,r)  +  g,{x)). 

Denn,   w  eun  für  .f  >  ^^ 

\t\{x)\<A,g,{j-), 
für  x>  ^2 

f.,(x)  I  <  Aog-^ia-) 

ist,  so  ist  für  x'>t.j,  wo  £3  die  größere  der  beiden  Zahlen  ^j,^^  be- 
zeichnet (d,  h.  eventuell  ihren  gemeinsamen  Wert,  falls  sie  gleich  sind), 
in  Zeichen,  wo 

l3=Max.  (^,,  y 
ist, 

<  Ä,g^{x)  +  Ä^g^^x) 

<  Max.  (Ä^ ,  ^2)  •  {9i  i^)  +  92  (^))- 
Falls  hierbei 

ist,  so  ist  natürlich 

/iW+/2C^)  =  0(2g,{x)) 

=  0(g,{x)). 

2.  Überhaupt  folgt  aus 

fU)  =  0{ag{x)), 

"Nvo  a  eine  positive  Konstaute  ist,  offenbar 

f{x)  =  0{(j{x^). 
Denn,  Avenn  für  x  >  | 

\f(x)\<A-ag{^x) 

ist,  so  ist  eben  für  jene  x 

\fXx)\<Aa-g{x). 

3.  Es  folgt  aus 

t\{x)  =  Oig^ix)), 

f,{x)  =  0(g,(x)) 
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offenbar 

fi  (*■)  f-i  (*■)  =  0  (g,{x)  g^  {x)) ; 

denn,  wenn  für  x  >  ^^ 

\t\{x)\<A^g^{x\ 

fül-    X  >  ^2 

\f^{x)\<ji.g^X^) 
ist,  so  ist  für  x  >_  Max.  (^j,  l«) 

i  /"l  (^)  /2  (^0  1  <  A  A  ■  fix  (^)  9-2  {^)- 

Mit  0(1)  bezeichne  ich  nach  dem  Obigen  jede  Funktion  von  x, 
welche  für  alle  hinreichend  großen  x  definiert  ist  und  entweder  für 
X  =  ao  einen  endlichen  Limes  besitzt  oder  wenigstens  dem  absoluten 
Betrage  nach  für  alle  hinreichend  großen  x  unterhalb  einer  festen 
Schranke  verbleibt.  Eine  reelle  Funktion  wird  also  mit  0(1)  bezeich- 
net, wenn  sie  für  x  =  oc  endliche  obere  und  untere  Unbestimmtheits- 
grenze besitzt,  eine  komplexe  Funktion,  wenn  dies  von  ihrem  reellen 
.und  imaginären  Teil  einzeln  gilt. 

Beispiele : 

sin  X  =  0(1), 


X 

sina? 

X 

log;r 

X 
X 


=  0(1), 
=  Oil), 
=  0(1), 
0(1) 


«—10 
usw. 

Nicht  so  häufig,  aber  mitunter  gebrauche  ich  auch  folgendes 
Zeichen: 

Definition:  Wenn  f{x)  und  g{x)  von  einem  gewissen  x  an 
definiert  sind  und  g{x)  für  alle  hinreichend  großen  x  posi- 
tiv ist,  schreibe  ich 

f[x)  =  0  (g{x)) 


(sprich  etwa:  klein  o  von  g{x)),  falls 

lim^^Vo 

ist. 

0  soll  an  Ordnung,  o  an  „von  kleinerer  Ordnung"  erinnern. 
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Natürlich  folgt  aus 

/•(./■)  =  «(r/(.r)) 
a  fortiori 

f(x)=  0(g{x)y, 
ebenso  folut  aus 

/\{x)=  0{g,{x)) 
liebst 

/«(.i)  =  o{(i^{xS) 

uninittelliiir  nach    Definition,  daß 


ist;  denn 


liefert 


lim  sup     '         <  cx^, 

lim     /^^^^=U 

lim   '  ,  {  ■      ,  '  =  0. 


Ich  brauche  wohl  kaum  die  evidente  Tatsache  zu  erwähnen,  daß 
es  eine  Stufenleiter  der  Ordnungen  für  das  Verhalten  der  Funktionen 
bei  a;  =  oo  nicht  gibt;  z.  ß.  von  zwei  für  a;  >  0  definierten  und  für 
X  =  oo  unendlich  werdenden  reellen  Funktionen  kann  durchaus  nicht 
immer  eine  als  die  stärker  unendlich  werdende  bezeichnet  werden. 

Definition:  Ich  nenne  zwei  von  einem  x  an  positive  Funk- 
tionen t\[x)  und  /gl^)  asymptotisch  gleich,  wenn 

lim^^^'--^=  1 
ist,  und  schreibe  dafür 

Diese  Definition  erfüllt  natürlich  die  drei  Bedingungen,  welche 
für  jeden  derartigen   Begriff  erforderlich  sind: 

1.  Sic  ist  symmetrisch  in  fi(x)  und  f^(x). 

2.  Es  ist 

3.  Au8 

A(*')~/2(^), 
/'2(^)~/"3(^) 

folgt 
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(In  der  Tat  folgt  ans 
und 
daß 

ist.) 

Hierbei   ist   stets  —  was   für   meine  Zwecke   genügt  —  nur  von 
Funktionen  die  Rede,  die  von  einem  gewissen  x  an  positiv  sind. 

Beispiele: 

X  r^-^  X  -{-  sin  X, 


lim  ^-^  =  1 
lim  ^^^  =  1 
lim  ^'^^  =  1 


X  +  lOOOYxr^x, 
1  +  .;L  -  1, 


\ogx 

Yx  -  Vx+'i, 


1 


X  -\-  log  X         X  ' 


.V 

f 


du  X 


r\^ 


log  u        log  X 

2 

usw. 

Definition:  Zwei  von  einem  gewissen  x  an  positive  Funk- 
tionen /i(ic)  und  f2(x)  haben  dieselbe  Größenordnung,  wenn 
ihr  Quotient 

h  (^) 
von  einem  gewissen  a'  an  unterhalb  einer  endlichen  und  ober- 
halb einer  positiven  Schranke  verbleibt. 

Diese  Definition  ist  offenbar  symmetrisch  in  t\{x)  und  f^ix):,  es 
ist  eben  notwendig  und  hinreichend,  daß 

f\{x)  =  0{f,{x)) 
und 

ist.  Ferner  hat  selbstverständlich  /^(ä;)  mit  t\{x)  dieselbe  Größen- 
ordnung, und  wenn  f^^ipc),  f^{x),  sowie  f^ix),  f'^{x)  dieselbe  Größen- 
ordnung haben,  so  haben  ersichtlich  tx{x)  ^^^^^  /sC^)  dieselbe  Größen- 
ordnung. 
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Beispiel:  X  und  2a;  +  1  -{■  X  Buix  haben  dieselbe  Größenordnung. 
Definition:  Unter 


II  =  r 


'f(n) 


verstehe  ich,  wenn  ir  ^  v  ist,  mögen  diese  beiden  Zahlen  ganz 
sein  oder  nicht,  die  Summe 

[IV] 

wo  also  n  alle  ganzen  Zahlen  des  Intervalls  von  [r]  inkl.  bis 
[ic]  inkl.  durchläuft,  deren  Anzahl  [/r]  —  [v]  -{-  1  beträgt.  Falls 
ZV  <  i'  ist,  möge 


n  =  v 

Entsprechend  sei 


für  «■>ü,  dagegen 


'o^o 


f  ü  r  IV  <  f . 

Beispiel:  «  i      o    ,   i      o 

^  log  «  =  log  2  +  log  o. 

Deflnition^^:  Unter 

p  =  -s 
b  z  w. 

verstehe   ich  eine   Summe  bzw.   ein   Produkt,   wo  p   nur   alle 
Primzahlen  ^x  durchläuft.     In 

p 

u  n  d 

nm 
p 

1)  Diese  iu  der  Einleitung  schon  mehrfach  benutzte  Bezeichnungsweise  soll 
dauernd  in  diesem  Werke  verwendet  werden. 
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p  P 


ist  gemeint,  daß^)  alle  Primzahlen,  wachsend  geordnet,  durch- 
läuft. Entsprechend  sind  die  Angaben  v^p^w,p^x  und 
dersfl.  zu  verstehen. 


13. 


Divergenztaeweis  der  Reihe  ^  —  und  des  Produktes  /  / r- . 


Satz:  Die  unendliche  Reihe 

P 
divergiert,  d.  h.^^  es  ist 

lim    X,  —  =  f^ ; 
das  unendliche  Produkt 

p  p  1  — 

1 

)  es  ist 
limjjf^^  =  oo, 


P 


P     1  — 
P 
divergiert  auch,  d.  h.-^  es  ist 


p 

•™/7(i-^)=o- 

^  p  =  ^ 


X  =  oo  „  <  , 


Beweis:  Bekanntlich  divergiert  die  harmonische  Reihe 

00 
K  =  l 

d.  h.  es  ist  "  ^ 

lim   /,  —  =  (3o. 


n 

«  =  i 


Nach  Annahme   einer  beliebigen   positiven   Größe  g  gibt  es  also  ein 
4  =  ^{9),  so  daß 

ist. 


1)  Denn  eine  monoton  zunelimende  Folge  positiver  Größen   kann    nur  kon- 
vergieren oder  zu  -j-  00  divergieren. 

2)  Vgl.  die  vorige  Anmerkung. 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  5 
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Wenn  2^  irgend  eine  Prim/ahl  ist,  so  ist 

P 

also,  wenn  diese  Gleicliung  für  alle  Primzahlen  ^  ^  angesetzt  und  als- 
dann  das  Produkt  gebildet  wird, 

ps§  1  —    pis 
p 

Die  rechte  Seite  von  (2)  ist  aber  oft'enbar,  da  das  formal  gebildete 
Produkt  endlich  vieler  absolut  konvergenter  Reihen  absolut  konver- 
giert und  beliebig  geordnet  werden  darf, 

~  ^    n  ' 

wo  n  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft,  deren  Primfaktoren  sämtlich  <i  § 
sind.  Nun  ist  aber,  da  die  Zahlen  <  |  gewiß  alle  zu  diesen  71  in  Z" 
gehören,  ^  t 

y '  1  >  V 1 

j^     n  —  Jm^  n  ' 

n  =  1  n  =  l 

also  nach  (1) 

Li  1    ^^     n 

i"?.l  1  —  «  =  i 

P 

— .^mJ   n 

n  =  X 

womit  die  zweite  Behauptung  des  Satzes,  nämlich 

l'mJT      \   =  00, 

^  =  ~/;^x   1  — 

P 

!™r/(i-;)-o 

l)ewiesen  ist. 

Daraus  folgt  aber  unmittelbar  die  Divergenz  der  Keihe 


>'-• 
^  p^ 
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denn  eine  unendliche  Reihe 


n  =  \ 


mit  positiven^  sämtlich  von   1   verschiedenen   Gliedern   ist  bekanntlich 
(dann  und)  nur  dann  konvergent,  wenn 

lim  (1  —  «ij(l  —  u.^  •••(!—  u^^ 
vorhanden  und  von  0  verschieden  ist. 


§  14. 
Hilfssatz  aus  der  Zahleutheorie. 

Satz:  Es  seien  p',  p",  •  •  -yP^^^  irgend  q  gegebene  verschie- 
dene Primzahlen  (nicht  notwendig  die  q  ersten)  und  es  sei 
ic  >  0.     Dann   ist  die  Anzahl 

Bix)  =  Bix;p',p'',. '-,/'') 

der  ganzen   Zahlen  ^x,   welche   durch   keine   dieser   q  Prim- 
zahlen teilbar  sind^ 

B{x)  =  [U']  (ein  Glied) 

~  [f  ] r^^^l  ^-^  Glieder) 


lpiQ)_\ 


+  1/f]  +  [/^']  +  ---  + 


Lp 


X 


F^'J 


+  (-  1)^- 


.p  p 


.^Wj 


+ 


-pp 


.piü) 


(©(Glieder) 
(QGlieder) 
(ein  Glied). 


Hierin  stehen  also  in  der  (k  +  l)tenZeile(Ä;  =1,-  ■  ■,  q)  die  \Vj  Glieder, 

die  allen  Kombinationen  der  q  Primzahlen  zu  je  Je  entsprechen,  jedes 
mit  dem  Faktor  (—  1)^   versehen.     Die   Anzahl   aller   Glieder   ist  also 

i+c)+©+---+©+-"+(:)-(i+i)' 

Beweis:   1.  Für  ^  =  0  wäre   der  Satz   trivial;   wenn   keine  Prim- 

5* 
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/alil  j^jegeben  ist,  ist  die  Auzalil  aller  gjiii/.cii  Zalilcn   bis  ,r  (inkl.) 

Bix)  =  \x]. 

2.  Für  ()  =  1  ist  die  gesuchte  Anzahl  (d.  h.  die  Anzahl  aller 
ganzen  Zahlen  <.  x,  die  nicht  durch  j)'  teilbar  sind)  mit  der  Anzahl 
[x]  aller  ganzen  Zahlen  <  x,  vermindert  um  die  Anzahl  aller  Multipla*' 
von  j/ ,  welche  K  x  sind,  identisch. 

Xun  hat  allgemein  für  jedes  m  (mag  es  Primzahl  sein  oder  iiichtj 
die  Ajizahl  seiner  Multipla  <  x  den  Wert 

[-1- 

UJ' 

denn,  wenn 

ym  ^  X 
sein  soll,  so  muß 

y  <- 

sein,  und  solcher  positiver  ganzer  Zahlen  gibt  es  stets  (auch  wenn 

m  >  X  ist,  alsdann  eben  keine). 

Daher  ist  die  gesuchte  Anzahl 

B{x)  =  [x\-[-^,], 

was  gerade  die  Behauptung  ist. 

)).  Für  Q  =  -   ist  die  gesuchte  Anzahl:  Die  Anzahl  [x]  aller  ganzen 

Zahlen  ^  x,  vermindert  um  die  Anzahl     "r    aller  Multipla  ^  x  von  j^', 

vermindert  um   die  Anzahl      '^,     aller  Multipla  ^x  von  p",  aber  zum 

Schluß  noch  (da  für  jede  Zahl,  die  zugleich  durch  j^  und  y  teilbar 
ist,  hierdurch  zweimal  eine  Einheit  weggenommen  war,  sie  also  zur 
Zeit   gewissermaßen   statt   0  mal   —  1   mal    gezählt   ist)    vermehrt   um 

die  Anzahl      ,^ „     der  Multipla  ^x  von  ;/jj": 

"^w=w-[^] -[,4] +[,,;..]■ 

4.  Es  sei   p  ^  1    beliebig.      Dann   bedeutet  das   allgemeine   Glied 

(_iyT -* ~ 

des  behaupteten  Ausdruckes  für  B(x),  daß  für  jedes  Multiplum  von 
p^^i)  •  •  •  p^'k\  das  ^x  ist,  eine  Einheit  zu-  oder  abgezählt  wird,  je  nach- 

1)  Unter  Multiplum  verstehe  ich  das  Produkt  mit  einer  positiven  ganzen  Zahl. 
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dem  k  gerade  oder  ungerade  ist.  Wie  oft  ist  also  irgend  eine  Zahl 
^x  berücksichtigt?  Wenn  sie  durch  keine  der  Primzahlen  ^)',  •• -j^'?^ 
teilbar  ist,  einmal,  nämlich  im  ersten  Gliede  [x].  Wenn  sie  durch 
mindestens  eine  nnd  zwar  genau  y  (1^7^  Q)  jener  q  Primzahlen 
teilbar  ist, 

=  (1  -  ly 

=  0 
Male;  denn  der  (Je  -f-  l)ten  Zeile  entsprechen  gerade  (')    Glieder    mit 

dem  Vorzeichen  (—  1)*  (auch  für  Je  >  y.  nämlich   alsdann  0  Glieder). 
Damit  ist  der  Satz  allgemein  bewiesen. 

§  15. 
Beweis  des  Satzes  n:{x)  =  o{x). 

Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  eine  positive  ganze 
Zahl  eine  Primzahl  ist? 

Diese  Frage  ist  noch  nicht  präzise  gestellt;  denn  der  Begriff  der 
Wahrscheinlichkeit  ist  nur  für  endlich  viele  mögliche  Fälle  als  der 
Quotient  der  Anzahl  der  günstigen  durch  die  Anzahl  der  möglichen 
Fälle  definiei-t.  Wenn  also  gefragt  wird,  mit  welcher  Wahrscheinlich- 
keit eine  positive  ganze  Zahl  ^  x,  wo  x^  1  ist,  eine  Primzahl  ist,  so 
lautet   die  Antwort  ohne  weiteres 

[X]  5 

mit  der  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  gestellten  Frage  ohne  Hinzu- 
füguno;  des  x  meint  man  also  natürlich,  welches  der  Limes 

ist,  korrekter  ausgedrückt:  ob  dieser  Limes  existiert  und,  wenn  ja, 
welchen  Wert  er  hat.     Wegen 

limt^  =  l 

..  =  «  ^ 

ist   die  Aufgabe   identisch  mit  dem  Problem,    die  Existenz  des  Limes 


III.   l'bcr  die   WahrscheiiilicJikeit,  daß  eine  Zahl  Primzahl  ist. 


.r  =  X-      *^ 

mit  etwaiger  Wertbestim niung  zu  uutersucheu. 
Die  Antwort  gibt  der 
Satz:  Es  ist 

d.  h. 

lim  =  ü. 

X  =  Oü 

Beweis:  Es  sei  d  >  0  gegeben;  nach  dem  Satz  des  §  13  gibt  es 
ein  Q  derart,  daß,  wenn  i^i,  •  ■  -jj^,,  die  q  ersten  Primzahlen  sind, 


<l 


ist.     leb  nehme  x  y- 2\,  a-n;  dann  ist  offenbar 

n(x)<Q  +  B{x',p„p.^,■■■,p^)^ 
denn  die  n(x)  —  Q  you  p^,    •  •,i>,j   verschiedenen   Primzahlen  ^x  ge- 
hören sämtlich  zu  den  S{xyi)^,p.2,  •  ■  •,Po)  Zahlen  ^x,  welche  weder 
durch  Pi,  •  ■  ■,  noch  durch  2)^  teilbar  sind.     Nach   dem  Satz  des  §  14 
ist  also 

folglich,  wenn  ich  alle  2''  eckigen  Klammern  weglasse,  was  einen  ab- 
solut genommen  unterhalb  2'-'  gelegenen  Fehler  verursacht, 

.(.)<,+ 2^. + .  -1";  +|:,,;.,  -■•■+!-  ^y—: 

-9  +  2'''  +  :./7(l-M, 
also  wegen  (1) 

jt{x)  <Q  -{-  2'-'  +  2  a: 

AA'ird   nun  ^  =  |(d)  so  gewählt,  daß 
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und 

ist,  so  ist  für  alle  x  >  t, 

=  diC, 

womit  die  Behauptung 


lim"-^  =  0 


a;  =00 

bewiesen  ist. 


X 


Auf  dem  Wege  zu  unserem  fernen  Ziel 

X' 


71  {X) 


rXwJ 


locra; 


sind  wir  also  schon  so  weit  gelangt,  daß  wir  wissen:  7i(x)  wird  zwar 
mit  X  unendlich,  aber  schwächer  als  x. 


Viertes  Kapitel. 


a? 


Beweis,  daß  Jt{x)  von  der  Größenordnung  t — ;  ist. 


§  16. 

Hilfssatz  über  T{x). 

Definition:    Für  alle   ;r  >  0   sei   T(x)    durch    eine    der    Glei- 
chungen 

X 


71  =  1 


T(x)  =  log  IJn, 

n  =  l 

T(a;)  =  log(M!) 
definiert. 

Für  ganzzahlige  a;  >  0  ist  also  insbesondere 

T(;a;)  =  log(;r!). 
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Satz:   Es  ist 

T{x)  =  X  log  X  —  X  -\-  0  (log  x). 

Beweis:  Es  ist  für  .r  >  1   einerseits^' 

.r  .r  -  1 

^log  n  =  ^  log  n  +  log  I  x'] 

n  =  1  ,1  =  1 


^^  J  loQudu  4-log[a;] 

n  =  1   71 

=  flog  H  du  +  log[a:] 


^  /  logt(  rf«  -j-  log  X 


1 


=  X  log  rc  —  ./■  -f  1  -f  log  X' 

(1 )  =  X  log  a;  —  a-  +  0  (log  x), 
andererseits 

X  X 

^log»  =^log« 

n  =  1  H  =  2 

X  n 

>  ^      /  log  ^f^M 

[X] 

=  flogu  du 

1 

.T  X 

=  f  loorudu  —  I  \ogudu 

>  /log  ^(^^H   —  logiC 
1 

=  X  log ./  —  .'  +  1  —  log  X 

(2)  =  X  log  a-  —  X  +  0(log  ;/•). 
Aus  (1)  und  (2)  zusammeugeuommen  folgt  die  Behauptung 

T(x)  =  xXogx  —  X  -\-  O(loga-). 

1)  Die  folgenden  Rechnungen  eind  auch  für  1  <  a;  «<  2  richtig,  da  alsdann 

X—\  X 

nach  Festsetzung    ^  und    ^  den  Wert  0  bedeutet. 

n  =  1  n  =  2 
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Von  diesem  Satze  wird  vorläufig  nur  die  weniger  scharfe  Passung 
T(x')  =  xlogx  +  0{x) 
zur  Anwendung  kommen. 

§  n. 

Einführung-  der  Funktionen  v>(.>r'),  ^'ix)  und  grundlegende 

Identität. 

Definition:  Es  sei^)  für  x>0 

&{x)  =^logp 

P  =  ■!•■ 

und  il.'(x)  durch  die  von  selbst  abbrechende  Reihe  erklärt: 

4,(x)  =  ^{x)  +  #(■>/./■)  +  &{yx)  + .  • . 

oc 


Ojffenbar  ist 

logx 

log  2 

i„=i 

deim 

'Vx>2 

erfordert^  daß 

1  1 .  .    ^ 

loga;>  log  2 
ist. 

Durch  \' ertauschung  der  Summationsfolge   kann   man   für  a;  >  1 
auch  schreiben: 

00 

tix)  =  yi  ^logi) 

=^logp 

ptit  g  ^ 

=^iog2)y:  1 

p^x  log  a; 

VI  £ 

logp 

\osx' 

P- 


^   ö^LiogüJ 


1)  %-{x)  war  bereits  iu  §  4  so  definiert. 


74  l^  •   J^ficvis,  (laß  7t  [x)  von  der  Größniordmiiii/  ist. 

Also  ist  ilf{x)  für  rc  >  1  offenbar  der  Logarithmus  des  kleinsten  gemein- 
•samen  Vielfachen  aller  ganzen  positiven  Zahlen  bis  x.    Denn  p  kommt 

in   mindestens   einer  dieser  Zahlen    in     ,  ""     faeher    Vielfachheit    vor, 

Liogpj  ' 

nämlich   in  der  nicht  oltcihalb  x  gelegenen  Zahl 

aber  in  keiner  Zahl  <  x  mit  größerer  Vielfachheit,  da 

riogxi  ^  ^        logx 

=  X 
ist. 

Trivial  ist  über  ^{x)  als  obere  Abschätzung 

d-{x)  =  0(a;log;r), 
da  doch  gewiß 

^{x)<^\o^x 

(1)  ==  7c{x)\0gX 

<  x  log  X 

ist.      Nach    dem    Ergebnis    des   vorigen    Kapitels    kann    gleich    noch 
schärfer  aus  (1) 

Q'{x)  =  o{x\ogx) 
geschlossen  werden. 

Daraus  folgt  für  ipix)  dieselbe  Abschätzung  o(x\ogx)  folgender- 
maßen:   Da 

ji){x)  =  ^{x)  +  ^iyx)  +  »{Vx)  -\ — 

nur  0(loga:j  Glieder  enthält,   von  denen  jedes  höchstens  gleich   dem 
vorangehenden  ist,  ist 

(2)  ^ix)  =  ^{x)  -f  0{\ogx^{yx)) 

=  0  (x  log  x)  -\-  0  (log  X  ■  Yx  log  X) 

=  o(a;loga;). 

Zum  Zwecke  genauerer  Abschätzungen  schicke  ich  zunächst  einige 
Hilfssätze  voraus: 

Satz:    Wenn  x  und  /r  i)Ositiv  sind,  davon  /.'  ganz,  ist 


B']=[f] 
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Beweis:    Es  hat  x  jedenfalls  die  Form 

x=g  +  ®, 
wo  <i  ganz  und 

0  <  0  <  1 

ist;  g  ist  eben  [^1,  und  die  Behauptung  lautet 

Dazu  ist  nur  zu  beweisen,  daß  keine  ganze  Zahl  y  den  Ungleichungen 

genügen  kann.     In  der  Tat  wäre  alsdann 

k^y  ^     k     ' 

was  gewiß  unmöglich  ist. 

Satz:    Es  ist  für  alle  :r  >  0 


(3) 

[x]l 

p  S  j: 

Die  Keihe 

im 

Exponenten  bricht  von  selbst  ab  und  hat  für  x  ^  1 

genau 

Glieder,  da 

log  X 
Jogp_ 

nur  für 

^  log« 
m  <  , 

logp   . 

besteht. 

Die  Behauptung  kann  auch 

p 

00 

p 
geschrieben    werden,    wo    nicht    nur    der    Exponent    eine    (scheinbar) 
unendliche  Reihe  ist,   sondern   im  Produkt  p   alle  Primzahlen    durch- 
°läuft;  für  p^x  ist  eben  der  Exponent  von  selbst  =0. 


76  I^'    lieiri'is,  (Idß  71  (x)  von  dir  (irößetwrdniing    "^      ist. 


Beweis:    1.  Es  sei  x  ganz.    Dann  ist  zunächst  klar,  daß  bei  der 
Zerlegung  vou 

[.r]!  =  ^! 

in  Primfaktoren  nur  i'rinizalilen  p  <i  x  auftreten.     Es  fragt  sicli,  wie 

oft  p  vorkommt.     Die  Anzalil  der  Multipla  <.  x  vou  p  ist  .    Das 

ist  aber  noch  nicht  die  gesuchte  Anzahl;  denn  p  geht  nicht  in  jedem 
Multiplum    genau    einmal    auf.     p   gebt    mindestens    zweimal    in    den 

-^     Multipla  <  X  von  p-  auf  usf.     Der  Exponeut  von  p  in  (3) 

[f]  +  [f.]  +  [|J  +  --- 

ist  nun  gleich  der  Anzahl  der  bis  x  (iukl.)  gelegenen  Multipla  von  p 
plus  der  Anzahl  der  Multipla  <  x  von  p'^  plus  ■  •  • .  Wenn  also  eine 
Zahl  bis  x  durch  p'-,  aber  nicht  durch  j/  +  ^  teilbar  („genau  l  Male 
durch  p  teilbar")  ist,  so  ist  p  als  Faktor  von  x  genau 

1  +  1  +  ---+1 

Male  berücksichtigt,  wo  X  die  Anzahl  der  Einsen  ist.  Damit  ist  (3) 
für  »anzzahlige.s  x  bewiesen. 

2.  Für  nicht  ffauzzahlio;es  x  ist  nach   1. 


w=np^''^'^^'^'"': 


nach  dem  vorigen  Satz  können  in  den  Exponenten  die  eckigen  Klam- 
mern um  X  wetjgelassen  werden,  da 


U"'J     Li/"J 


ist;  ferner  ist  der  Multii^likationsbereich  p  <  \x\  gewiß  mit  dem  Be- 
reich p  <i  X  identisch.     Damit  ist  der  Satz  allgemein  bewiesen. 
Eine  für  das  weitere  gi-undlegende  Identität  liefert  der 
•Satz:    Für  alle  a;  >  0  ist 

«  =  1 
Diese    Summe    kann    natürlich    auch    bis    ><  =  oder  auch    bis 

n  =  oo  erstreckt  werden,  da  für 

-^  ^ 
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ist. 

Beweis:    Aus  (o)  folgt 

(4)               =2^M['^ + [fJ  +  ^ 

p = •« 

■•) 

p  ^x               m  =  l 

Nim  ist 

■•  +  1), 

"WO  die  Klammer  so  viele  Einsen  enthält,  als  es  ganze  positive  Zalileri 
^  *,„  gibt;  man  kann  also  schreiben: 

X 

m  _  m  _  n  =  l 

p = y^  P = V^ 

und  erhält  durch  Yertauschuug  der  Summationsfolse 


^logi>[|,]=^     ^logi, 

'     n 

H  =  l 

Dies  gibt,  in  (5)  eingesetzt: 


78  IV.  Beweis,  daß  :r  (a)  rou  der  Größctionluung  ist. 


m-;^^4]/:) 


III  —  i  II  —  i 

r  00 


U  =  \     H(  =  1 

11  =  1 

was   zu   beweisen   war. 
Beispiel: 
j(^l()j  =  log2  +  log.".4-log4  +  log5  +  log6  +  logT  +  log8  +  log9+loglO 

=  8  log  2  +  4  log  3  +  2  log  5  +  log  7 , 
^(\»)  =  ^(10)  _ 

=  -^(lO)  +  #(/IÖ)  +  ^(|/io) 
=  #(10) +  ^(3)  +  0-(2) 

=  log  2  +  log  3  4-  log  5  +  log  T  +  log  2  +  log  3  +  log  2 
=  3  log  2  +  2  log  3  +  log  5  +  log  1, 

=  a-(5)  +  #(>/5) 

=  #(5)  +  #(2) 

=  log  2  +  log  3  +  log  5  +  log  2 

=  21og2  +  log3  +  log5, 
V'C3°)  =  t/^(3) 

=  #(3) 

=  log  2  + log  3, 
tO  =  ^(2) 

=  #(2) 

=  log2, 
^©  =  ^(2) 

=  #(2) 

=  log2, 
10 

^" 

/.  =  1  « =  1 

=  8  log  2  +  4  log  3  +  2  log  5  +  log  7 


v(':)=2'*(':) 
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§  18. 

Beweis,  daß  tf'(jr)  und  d^{j[-)  die  Größenordnung  x  haben. 

In  diesem  Paragraphen  Avill  ich  zeigen,  daß  il>{x)  im  Sinne  der 
Definition  des  §  12  mit  x  gleiche  Größenordnung  hat,  ebenso  d-(x)'y 
mit  anderen  Worten,  daß 

i>(x)  =  0(x), 

Q-(^X)  =   0(x), 

1" 


1p  [X)  \x 

und 


Hx)       ^\x) 


9{x) 
ist;  noch  anders  ausgedrückt,  daß  die  Quotienten 

±(^ 

X 

und 

x 

von  einer  gewissen  Stelle  an  oberhalb  einer  positiven  und  unterhalb 
einer  endlichen  Schranke  liegen.  Jene  Stelle  kann  natürlich  alsdann 
=  2  angenommen  werden,  da  für  jedes  |>2  auf  der  endlichen  Strecke 
von  2  bis  ^  die  Quotienten  ge.Aviß  zwischen  zwei  solchen  Schranken 
liegen.     Wegen 

braucht  übrigens  die  obere  Abschätzung  nur  für  xl^^x),  die  untere  nur 
für  &(x)  bewiesen  zu  werden.  Es  ist  aber  bequemer,  beides  direkt 
für  xl^{x)  zu  beweisen;  damit  sind  die  Behauptungen  für  d-(x)  auf 
Grund  der  Relation"  §  17,  (2) 

jl^ix)  =  ^(:r)  +  0{\ogx&(yx)) 

=  d-(x)  +   0  (log  X  ■  Yx  log  X) 
=  d-(x)  +  0{x), 


.        .   +«(1) 


mitbewiesen. 

Aus  der  Identität 


n.)  -  2  *  (-:-) 


80  IV.  Beireis,  »laß  n  Lr)  rou  der  Größenordnun(j  ist. 


folgt  nun  für  alle  a:  >  0 

also 

'1  =  1  /,  =  1 

-*w-«'(i)+*(:)-*(:)+-- 

_2-'(_i)..i^,(-). 

« =  i 
In  diesem  Ausdruck  haben  die  Glieder,  so  lange  sie  nicht  0  sind,  ab- 
wechselndes  Vorzeichen    und   es    ist    absolut    genommen  jedes    nicht 
größer  als  das  vorangehende.     Insbesondere  ist 

daher  ist  / 

(1)  0^uix)-t{l)<Tix)~2T{^). 
Wenn  andererseits 

-*(-4) +  *(!■):?  0, 

»  

berücksichtiget  wird,  so  ergibt  sich 

(2)  iI;(x)>T(x)-2T(^)- 

Nach  der  im  §  16  bewiesenen  Relation 
T{x)  =  :rloga;  +  0{x) 

=  2  logx-^log2+0(x) 
=  l\og,  +  0{x), 


ist  nun 
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also 

T(x)  -  2T{^1)  =  X  loga:  +  0(x)  -  2  (|  log:^  +  0(x)) 

=  0(4 

(1)  liefert  also 
Der  nicht;  negative  Quotient 

X 

liegt  also  für  alle  x  >  i,,  wo  §  >  2  angenommen  sei,  unterhalb  einer 
endlichen  Schranke;  da  er  für  2  ■<  x  <  t,  gewiß  unterhalb  einer 
festen  Schranke  liegt  und  für  0  <  a;  <  2  gleich  Null  ist,  gibt  es  ein 
A  derart,  daß  für  alle  rr  >  0 

— ~     <  A 

X  ' 

(3)  j^(^)-^(|-)  <yia; 

ist.     (3)  liefert,  wenn  ~  statt  x  geschrieben  wird,  für  alle  a;  >  0 

dies  weiter 


w  *{:,)- H.^A<^i 


bei  jedem  ganzen  n  ^  0,  alles  für  x  >  0.    Wird  (4)  über  ti  =  0, 1,  2, 
summiert,  so  ergibt  sich 


.(^)=|(k:„)-k/^o 


<Axy^ 

«  =  0    " 

=  2Ax, 
womit 

(5)  i,(x)  =  0{x) 

bewiesen  ist. 

Landau,  Verteilung  der  Primzalilon. 


82  IV.    Biiriiti,  daß  ttu/i  von  der  drußciiindtiniKi  ,  int. 

•  ■  •'      log  .1- 


Um  die  untere  Abschätzung  von  iIj(x)  zu  erhalten,  wird  (2)  be- 
nutzt werden;  aber  hier  genügt  für  T(x)  nicht   die   Abscliiit/.ung 

T(x)  =  x\ogx  ^  0(a), 
sondern  ich  schreibe  etwas  genauer 

T{x)  =  X  log.r  —  X  -\-  o(x)y 
was  ja  auch  in  ^  IG  reiclilich  Ijewieseu   war,  da 

logx  =  o{x) 
ist.     Das  gibt 

rOO  -  2T[1)  =  X  log:.  -  X  +  o{x)  -  2  ('J  log  ^  -  "^  +  o{x)) 

^0)  =x\og2  +  o{x), 

also  nach  (2)  /  n  ^      i      .-.   ,      /  n 

^  ^  ilf{x)  ^  a;  log  2  +  o{x), 

lim  inf  "^-^^^  >  log  2 

>0. 

Übrigens   lielert   (6)    auch   leicht   als    präzisere   Fassung   von   (5) 
eine  numerische  obere  Schranke  für 

1  •  i/j  {x) 

Imi  sup 

Denn  wegen  (Ij^und  (G)  ist  nach  Annahme  von  d  >  0  von  einem  ge- 
wissen ^  =  ^(Ö)  an,  d.  h.  für  alle  x^^ 

iix)-i'{'^')<{\og2  +  ö)x, 
also  für  alle  x  >  S  und  alle  ganzzahligen  n  ^  0,  bei  denen 

2"  =  * 
ist, 


*(',)- <•(,/;.)<('»?  2 +*).;, 


(1.  h.,  wenn  die  fjanz**  Zalil   m   bei  y;e(;o])enem  :r  >  t  durcb 
bestimmt  ist, 


Daher  ist 
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n  =  0    \  / 

<(log2  +  d)x^^^ 

7!  =  U 

<2(log2-f()>- 
!/,(.;)<  2(log  2 +  d>  +  t^.(^-^^-,) 
<:2(log2  +  ö)a:  +  ^(|). 


limsup'^^^;^2(log2  +  (3j 


für  jedes  ö  >  0,  folglich 
Mit  Rücksicht  auf 


limsup'^^*^^21og2. 

x  =  <x  ^ 


liin  -^^^ =  U 

"'  liminf^^liminf^^), 

lim  sup   -    -  =  lim  sup    — - 

und  wir  haben  also  auch  gefunden: 

lim  inf     \    ^  log  2 

.1'  =  x; 

und  „/^A 

lim  sup  ^J^<  2  log  2. 


§19. 

Beweis,    daß   die    Quotienten    '^^'^^.^^'^    und   — ^   dieselben 

Unbestimmtheitsgrenzen  haben. 

Satz : 

7t{X)\0gX  &{x)    _  y^/    1     \ 

X  X  \log  xj 

Vorbemerkxing:  Dieser  Satz  besagt  insbesondere,  daß 
X  X  ^   ■' 


84  IV.    Beweis,  daß  ti{x)  von  der  Größenordnung  ist 


logx 


^  ^'  lim  f "  ^*^  lo^  ^  _  -^  (^)\  =  0 

ist,  l'üli^lieli 

hm  inf       '^  =  lim  inf       \ 

X  ,    ^        X     ' 

,.  TT (x)  logx-        ..  9-{x) 

hm  sup     '  '    °     =  lim  sup  , 

womit   die   Überschrift    dieses   Paragraphen    gerechtfertigt    ist.     Nach 
dem  Resultat  des  vorigen  Paragraphen  ist  also 

lim  sup  <  2  logi 

a:  =  » 

<  oo, 
lim  int  ^^^—2-  ^  log  2 

.r  =  »  ^ 

>o, 

wie  im  Titel  dieses  Kapitels  angekündigt  wurde. 

Beweis:  Ich  wende  das  wichtige,  von  Abel  zuerst  mit  Erfolg 
bei  Abschätzungen  benutzte  Hilfsmittel  der  partiellen  Summation  an, 
welches  in  der  Identität 

w  '<■ 

n  =  c  .  n  =  r 

(v,  w  ganz,  w'^v)  besteht.     Damit  ergibt  sich  für  ./;  >  1 

pSx 

X 

_  X^&{n)  —  Q-(n—  1) 
^Lj  \oe  n 

«  =  2  ^ 

=^  "^W  (iog„  -  log(n+l)j  +  iog7[x]  +  1; 

n  =  2 

_'^     ,         ^^^  \^  "^  n  j       ,»{x)  .  ./ 1__      _     1    \ 

-^  ^  K^^)  log  n  log  (n  +  1)  +  log  x^^  ^  \iog  ( [x]  +  1)       log  icj  ' 

i  ^(^)  -  i!gl :  =  -2^^^**^  loi^«  +  ^^"^^  (ro^-  ~  i^^i^i)) ' 

II  =  2 

also  wegen  ...        ,-.,  ^ 

®  '9'(:f)  =  0(a;) 
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[X] 

=  0^ 


log(l  + 

D) 

/ 

1    ■ 

X 
'log'X 

\  log^2      ,/  \og-u  ) 

X 

2 

^o(i)+o/;^!  +or^ 

.'  log-it  J  10g*^t 

~       Vog^a;/' 
und,  wenn  dies  mit     -—  multipliziert  wird, 

Ti{x)\ogx      ^{x)       ni    ^    \ 
X  x  \loga;/ 


§  20. 
Folgerungen  ütoer  die  Primzahlmenge  zwischen  x  und  (1  +  e)^. 

Es  sei  it;  >  0,  £  >  0.     Dann  ist  die  Anzahl   der  Primzahlen  zwi- 
schen X  (exkl.)  und  (1  -^  e)x  (inkl.) 

-t((1  -f  ^)'x)  —  iiix). 
Nach  dem  im  §  19  erzielten  Ergebnis 

log  2  <  hm  mf    ^  '    ^~  <  lim  sup  ^^  -5_  <  2  log  2 


ist  bei  gegebenem  ö  >  0  für  alle  a;  >  |  =  |(ö') 

^  <.T(^)<(21og2-,   .,, 


(log  2  -  Ä)  ^^- <  .T  (x)<  (2  log  2  +  *)  i-:'    , 


folglich  für  a;  >  ^ 

(1  +  8)X 


.t((1  +  £)a;)  -  TT (ä; )  >  (log  2  -  d) . — ^^V^f^ri (2  log  2  +  d)  ^  • 
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Der  Quotient  der  rechten  Seite  durch  ,  hat  für  x  =  CV'  den  Limes 

log./- 

(locr  2  -  Ö)  (1  +  f)  -  (  2  log  2  +  d); 
es  ist  daher  bei  jedem  d  >  ü 

lim  i,,f"(^l+^)-^)-i^(^)  >  (i^j..  2  -  d)  (1  +  0  -  1-'  log  2  +  dj; 

j:  =  oo  *^ 

log.c 
folglich  ist 

lim  inf"l^+^'^)-"ig)  >  log  2  (1  +  £)  -  2  log  2 

x  =  so 

logx 

=  log2(f-l). 

Im  Falle  f  >  1  wächst  also  die  Primzuhliueuge  zwischen  x  und 
(1  +  s)x  mit  X  ins  Unendliche. 

log  2  ist  in  diesem  Resultat  ganz  herausgefallen.  Offenbar  ist 
das  Charakteristische:  Weil  für  die  Unbestimmtheitsgrenzen  von 

(1)  ^ 

iogcT 

zwei  Schranken   gefunden  waren,   deren   Quotient  2  ist,   ist  die  obige 

Tatsache  ^•     r   nt    \     •    \  >  \\ 

lim  (3r((l  +  e}X)  ^  ti^x))  =  oo 

.r  =  oü 

für  £  +  1  >  2,  d.  h.  für  alle  £  >  1   bewiesen      Dem  Schrankenquotien- 
ten y.  entsprechen  alle  f  >  :k  —  1 ;  in  der  Tat  folgt  aus 

Ä  <  lim  inf    ^      -^-  <  lim  sup  -    <xÄ 

=     _^  X         -  '■         .»• 

bei  gegebenem  d  >  0  von  einem  gewissen  x  an 

(A  -  d)'^'     <  TCix)  <  {xA.  -t-  ö) ,  '^'    , 
log.c  ^-  -^  log.r  ' 

.T((l  +  0.r)  -  ;r(.rj  >  (^ -  d)  ^^^  ,/!+;!; i,g,  -  (^^  +  d)  ^^^^^  , 
lim  inf  -((L+/_)f)_ZL!^)_  >  (^  _  ö  ,(1  +  H  -  (xA  +  d), 

l0g.T 

hm  inf      -    -  — ' —^  >  ^(1  +  f)  —  X.4 

X 

-r  =  w 

loga; 

=  A{l  +  ,-x), 

so  daß  für  £  >  x    -  1   diese  untere  Unbestimmtheitsgrenze  positiv  ist. 
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Der  Beweis  des  im  §  4  erwähnten  Rertrandschen  Postulats  er- 
fordert allerdings  gerade  für  £  =  1  die  Richtigkeit  des  soeben  für  alle 
f  >  I  bewiesenen  Satzes,  d.  h.  er  erfordert  für  die  Unbestimmtheits- 
grenzen des  Quotienten  (1 )  Schranken,  deren  Quotient  <  2  ist.  Ich 
werde  im  nächsten  Kapitel  Schranken  vom  Quotienten  |  herleiten  und 
damit  den  Satz 

lim  (:nr((l  +  tx)  —  7i{x))  =  oc 

X  =  x 

für  alle  f  >  f  beweisen;  dabei  wird  so  gerechnet  werden,  daß  sich 
auch  ein  nicht  zu  hohes  x  ergibt,  von  dem  an  die  Abschätzungen 
gelten,  so  daß  das  Bertrandsche  Postulat  für  alle  erforderlichen  x 
bewiesen  werden  wird. 


Fünftes  Kapitel. 
Verengerung  der  Schranken  für  den  Uuotienten  !t{jc)'.Y-—.- 


§  21. 
Abschätzung-en  von   X{ji'). 

In  §  16  war  festgestellt,  daß  für  alle  (ganzen  oder  nicht  ganzen) 

^'  -^  -*-  T{x)  <  X  log  X  —  .r  +  1  +  log  a; 

und 

T{x)  ^  X  log  X  —  X  -{-  1  —  log  X 

ist      A  fortiori  ist  also  für  alle  x  >  1 

(1)  T{x)  =  xlogx  — X  +  e{\o^x +\), 

wo  ,   , 

&  =  Q{x) 

eine  Größe  bezeichnet,  welche  die  Relation 

erfüut.  ®ls:i 

Diese  Abschätzung  werde  auf  die  Funktion 

c^x).T(.)^r(^)-r(;^)-T(|)  +  i'Q 

angewendet,    deren    Zweck   nachher    ersichtlich    sein    wird.     Für  aUe 
a;  ^  30  ergibt  sich  nach  (1),   da   die  fünf  Argumente  x,^,  ^,  f,   ^ 
sämtlich  >  1   sind. 


88  A'.   Wrcnijtiuun  der  SchninLiii  für  den   (Jtaitii'nten  m.i-): 


l\x)  =  2-lo^^x-',  lo^  ■'^-■!^  lo^  ^  _  •;  log  ^  +  ^^  log^ 


.<•  X  X  M 

-  •'  +    2   +   3   +   5  -  30 


+  0,  (lüga;+  1  +  log-  o-f  1  +  log  3 +l  +  log  ;:  +  1  +  log3'Q4- 1), 
wo 

ist,  also  wegeu 

1   _i_i_i.     1   _  30  —  15-10-6  +  1 
■1  •!>  s  n  ~r  so 


S  5     '    SO  30 

=  0 

C/Xa;)  =  x{\  log  2  -f  -J  log  3  4-  }  log  5  -  ,;,  log  :'.o)  +  ö  a  (log  x  +  1) 
(2)         =aA-  +  5  02(loga;  +  l), 

Avo  a  tlie  Konstante 

i    1    1 

„2    o3    ,5 

log'^       /    =0,92129  ••• 


bezeichnet  und 
ist. 


©2      <1 


Für  die  asymptotische  Folgerung 

lini(;r((l  +  f)^)-;r(a;)j=  oü  («  >  i) 

.»•  =  00 

wird  es  übrigens  nachher  auf  den  Wert  von  a  gar  nicht  ankommen, 
und,  wenn  ich  hier  nur  diesen  Zweck  im  Auge  hätte,  so  würde  auch 
die  Abschätzung 

U{x)  =  ax  -{-  o{x) 
statt  (2)  genügen. 

(2)  war  für  alle  x  ^  30  bewiesen:  ich  behaupte,  daß  es  bereits  für 
X^l   gilt.     Auf  dem   Wege  v.u  (2)  war  für 

"^  ^  ^  ■^''    2  '   :^ '  "5  ^  30 

die  Relation 

(3  )  T{  //)  —  ( //  log  y  —  y)    <  log  ?/  +  1 

verwendet,  aber  nur,  um  aus  ihr  die  Folgerung 

(4)  T(y)  -  {y  log  y  —  y)    <  log  x  -f  1 

zu  ziehen.  Diese  Abschätzung  (4)  bleibt  aber  (bei  den  genannten  fünf 
Werten  von  //)  für  1  <  a;  <  30  gültig.  Denn,  soweit  dabei  //  >  1  ist, 
ist  sogar  (3)  gültig;  soweit  ?/  <  1   ist,  ist  wegen 


(1) 
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>0 

'  T{y)  -(y^ogy-y)  .=-y-ii log?/ 

<  1  -  1  log  1 

=  1 

<  logar  +1. 

Das  Resultat  dieses  Paragraphen  lautet   also :   Für  alle  x^l  ist 
ax  —  5  (loga?  -\-  \)  <.  U{x)  <  ax  +  6  (loga;  +  1). 

Beweis  des  Bertrandschen  Postulats. 

Nach  der  grundlegenden  Identität  des  §  17 

n  =  1 
it 

« =  1  11  =  1  11  =  1  11  =  1  /( =  1 

i+Kn)-^Q+^G;)-K£)+^(S)-HS)+^(S)-*Q+- 

,1  =  1 

wo  sich  c    mit  der   Periode  30  wiederholt,  d.  h.  das  Glied  ih  {—)  zum 
Koeffizienten  hat: 

wenn  n,  durch  30  geteilt,  den  Rest  läßt: 

c„=  1        1,     1,  11,  13,  17,  19,  23,  29; 

a„=0        2,     3,     4,     5,     8,     9,  14,  16,  21,  22,  25,  26,  21,  28; 

c„=-  1   6,  10,  12,  15,  18,  20,  24,  30. 

In    der   Tat    treten    die    zu    der  Zahl  30   teilerfremden   Zahlen  n  ein- 
mal auf  (nur  bei  Tix)),  die  durch  genau  eine  der  Primzahlen  2,  3,  5 
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teilbaren  1  —  1  =  Omal,  die  durch  genau  zwei  derselben  teilbaren 
1  —  2  =  —  1  mal  (d.  li.  einmal  mit  dem  Minuszeichen  vor  i' l  \],  die 
durch  2  •  ;i  •  5  =  30  teilbaren  2  —  3  =  —  1  mal. 

Da  in  der  Reihe  (1)  die  Vorzeichen  der  Glieder  i<  l  )  abwech- 
seln und  der  absolute  Betrat^  jedes  Gliedes  höchstens  gleich  dem  des 
vorangehenden  ist,  ergibt  sich 

(2)  tp{x)  ^  U{x) 
und 

(3)  t{x)-t{^)<U{x). 

(2)  liefert  nach  der  Schlußformel  des  vorigen  Paragraphen  für 
alle  X  ^  1 

(4)  t{x)  ^ax  —  5(log.r  +  1), 
(3)  für  alle  x  >  1 

(5)  .  il, (./•)  -  ^ (I )  <ax  +  b{]ogx+l). 

Aus  (5)  folgt  für  x^l  und  ganzes  n  ^  0,  so  lange  ^  ^  1  ist, 

<a^  -\-  5(loga;  +  1), 
also    durch   Summation   über    alle    diese    zu    einem    ;/•  ^  l    gehörigen 

logj- 
logO 

n  =  0 

log./- 
logll 

n  =  0 


=  'ax  +  (logßlog.f  +  5)(log.r  +  1) 
(6)  <  ••  ax  +  (31oga:  +  5)(Ioga-  4-  1). 
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Mit  (4)  und  (6)  ist  zunächst  bewiesen: 

=  lim 

x  = 


, .  7r(a;)loga;        ,.  ip{x) 

hm  sup  —       ^—  =  lim  sup  --  - 

a;  =  oo  ^  x  =  <=o  ^ 


inf'^^^^^^^liminf^^ 


Jim 

a;  =  oo  x  =  <» 


für  alle 


ist  daher 


5 


lim  (tc  ((1  +  £)  a;)  —  TT  (:r))  = 


oo. 


Für  die  Funktion  ^(x)  hat  man  einerseits  wegen 

t^'(^)  -  2^{yx)  =  ^(a;)  -  &{yx)  +  ^(V^)  —  '^(i/^)  H 

andererseits 

Also  ergibt  sich  für  alle  x^l  aus  (4)  und  (6) 

&{x)  >  a:r  —  5(ioga;  +  1)  —  2(fa"|/^  +  (floga;  +  b){\\o^x  +  1)) 

=  ax  —  ^^aYx  —  I  log^^  —  13  loga;  —  15, 

Q{x)  <  ^ax  +  31og':r  +  Sloga:  +  5. 

Folglich  gilt  für  alle  x'^j  wegen 

2x-2>  1, 

log  (2  a;- 2)  <  log  (2  ic) 

<log^4-0,7 
die  Abschätzung 

»{2x  -  2)  -  ^{x)  >  a(2x  -  2)  -  'fay2x  -  2  -  |(logÄ;  +  0,7)^ 

—  13  (log  a;  +  0,7)  —  15  —  ^ax  —  31og^a;  —  81og^  —  5 

=  iax  -  ^^aV2yF—l  -  f  log^o;  -  23,1  loga;  -  29,835  -  2a 

>  0,8  .  0,92^  -  ^5^ .  0,93  •  ly^  -  f  log^a;  -  241og:r  -  30-2 

>  0,7a;  —  3,4 "j/a;  —  4,b\og^x  —  24 log a;  —  32. 

Diese  rechte  Seite  ist  für  x  ^  800  positiv;   denn   mit  Rücksicht   auf 

log  800  <  7 


92  ^-  VcrciinrnoKi  ihr  Schranken  für  jt(x):,—- 

•  •  .  V    .     logjr 


ist  für  X  =  800  jener  Ausdruck 

>  0,7  •  800  -  3,4  •  29  -  4,5  .  49  -  i>4  •  7  -  32 
=  560  -  98,6  -  220,5  -  168  -  32 
>0, 
und  für  x  ^  800  ist  seine  Ableitung 

^„         1,7        Ologa-         24  ^      „  1,7  9  log  800         "24 

''~-j/.r~       ^'      ~  x^    ''~-j/8üÖ~     "800  8ÖÖ 

-^     ' '  ~   28  ~  800  ~  80Ö 

>o. 

Für  alle  x  ^  800  ist  daher 

^(2.T-2)-'^(a;)>0, 

d.  h.  zwischen  a;  (exkl.)  und  2x  — 2(inkl.)  mindestens  eine  Primzahl 
gelegen.  Man  kann  sehr  schnell  verifiziereu,  daß  dies  auch  für 
3^  ^  a;  <  800  wahr  ist.  Denn  für  3|-  ^  a;  <  5  leistet  dies  die  Prim- 
zahl 5,  und  es  sind  die  Primzahlen 

5,  7,  11,  19,  31,  59,  113,  223,  443,  883 

so  beschaffen,  daß  jede  kleiner  als  das  um  2  verminderte  Doppelte 
der  vorangehenden  ist.  Also  gibt  es  in  jedem  Intervall  x  <Cy  K,2x  —  2, 
wo  Ä- ^  3^  ist,  mindestens  eine  Primzahl,  womit  das  Bertrandsche 
Postulat  bewiesen  ist. 

Nun  ist  ja  2x  —  2  durch  das  zufällige  Bedürfnis  des  Bertrand- 
schen  gruppentheoretischen  Problems  hereingekommen:  wenn  dafür 
2x  gesetzt  wird,  gilt  das  Ergebnis  bereits  von  x  =  1  an: 

Für  alle  x^l  liegt  zwischen  x  (exkl.)  und  2x  (inkl.) 
mindestens  eine  Primzahl. 

Zugunsten  dieses  eleganten  Wortlauts  habe  ich  in  den  letzten 
zwei  Paragraphen  ausnahmsweise  etwas  numerisch,  ohne  die  Zeichen 
0  und  0,  gerechnet. 

§23. 

Weitere  Verengerung'  der  Schranken. 

Es  ist  nicht  auffallend,  daß  man  durch  Benutzung  längerer  ana- 
loger Ausdrücke   U(x)  an  SteUe  von 

U{x)=^T{x)-2T{^) 

des  §  18  oder  an  Stelle  von 
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des  ij  21  zu  noch  schärferen  Abschätzungen  für  die  Unbestimmtheits- 


grenzen  von  ^(^x) 

X 


gelangen  kann. 

Ein  solcher  Ausdruck 

■  U(x)  =  a,m)  +  «,r(^)  +  a,T(^  +  ■■■+  a.j{l) 


=2",' 


^(S) 


muß  jedenfalls  der  Bedingung 


1   +  -2    +   3    +  ■  ■  ■  +  m   -  ^ 


genügen,  damit  er,  wie  erforderlich,  =  0(x)  ist.     Es  ist  nun 

in  oj 


d=l         k=l 


wo 


ist  und  hierin  d  alle  diejenigen  der  Zahlen  <;  m  durchläuft,  welche 
in  n  aufgehen.  Daß  dabei,  wie  in  den  bisherigen  zwei  FäUen,  die 
von  NuU  verschiedenen  c^^  abwechselnd  +  1  und  —  1  sind,  ist  nicbt 
einmal    erforderlich;    periodisch   sind    die    c,^    jedenfalls,    da    für    zwei 

bei  welchen  w'  — «.durch  w!  (oder  auch  nur  durch  das  kleinste  ge- 
meinsame Vielfache  von  1,2,  ■  •  •,  m)  teilbar  ist,  die  (iesamtheit  der 
in  n  bzw.  n'  aufgehenden  d  dieselbe,  also 

.    ,  C,i  =^  Cfi' 

ist. 

Daß  jenes  Abwechseln  der  Vorzeichen  nicht  erforderlich  ist,  um 
Schranken  für  ^m 

X 

zu  erhalten,  lehrt  schon  das  einfache  Beispiel 
V{x)=.T{x)--l,T[f) 

=*(-) +*(f)- 2*0 +*(:)+k:)-^*(  «)+■■■• 
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Hier  ist 

U(x)  =  rloga;  —  .r  +  o(a)  —  :^("^  log  J  —  g  +  o(zfj 
=  .»log  3  +.  o(.r), 
also  offenbar  einerseits 

^(a;)-^.(;:;^)<f/(:^) 

~a'log3, 
folglich 

t^'(a;)  <  a;  log  3  ^  -^„  +  o(a;) 
«  =  o 
=  fa;log3  +  o{x), 

lim  sup    \    <  I  log  o, 

.C  =  Oü 

Hüdererseits 

~a:log3, 
2iIj{x)  ^  a;log3  +  o(x), 

liminf'^^^^-^^log3. 

.r  =  oc  ' 

Xatürlich  liefert  dies  —  obendrein  nach  unten  recht  unscharf 
verwertete  —  Uix)  nichts  Neues  zu  unseren  früheren  Kenntnissen; 
es  sollte  nur  das  Weseji  der  Methode  klar  macheu. 

Übrigens  bedarf  man  gar  keines  neuen  U{x),  um  die  in  i^  'J'J  aus 

i/W-T(^)-T(-^)-r(^)-7'(:)  +  yö 

erhaltenen  Schranken  zu  verschärfen.     Aus  der  damaligen  Relation 

+ «'(n)  ->■(>:) + *■(;.)  -  *■(.:.) + <)  -  ^(^ + O 

-^•(;fo)  +  ■  •  ■  -  nx  -\-  o(x) 
schließe  ich  nämlich  j<'tzt  z.  B.  so  weiter: 
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also  unter  Benutzung  von 

iIj(x)  ^  jax  +  o{x), 

ip{x)  "^ax  -\-  o(x) 
folgendei-maßen : 

t{x)  _  ^(1)  <:  «^  +  oix)  -  !/.(■;■)  +  I/-Q 

<  ax  -\-  o(x)  —  a  ,  -\-  fa, „ 

=  lllax  +  o(^'), 
folglich 

il-'(x)  <]ll-'lax  +  o{x), 

limsup^J^^ili-fa, 

.(•  =  00  -^ 

was  besser  als  |  a  ist. 

Die  Benutzung  jener  schärferen  Kunstgriffe  und  jener  längeren 
U{x)  führe  ich  hier  nicht  weiter  aus,  da  man  doch  nicht  auf  diesem 
elementaren  Wege  das  Ziel  erreichen  kann,  die  Abschätzungen  der 
beiden  Unbestimmtheitsorenzen  beliebio;  nahe  aneinander   zu   bringen. 


Sechstes  Kapitel. 

Beweis,  daß  die  Unhestimmtlieitsgreiizen  aoii  rt(x):T-^^    den 
Wert  1   einscliließen. 

§  24. 
Beweis,  daß  die  obere  Unbestimmtheitsgrenze  >  1  ist. 

In  diesem  Kapitel  werde  ich  beweisen,  daß  der  Quotient 

Tt  (X)  log  X 
X 

sieh  jedenfalls  keiner  von  1  verschiedenen  Grenze  nähern  kann,  ge- 
nauer, daß  er  nicht  von  einer  Stelle  an  dauernd  <  1  —  ö  sein  kann, 
wo  8  fest  und  >■  0  ist,  und  analog,  daß  er  für  kein  ^  >  0  von  einer 
gewissen  Stelle  an  ^  1  +  ö'  sein  kann. 

In  diesem  Paragraphen  werde  ich  ersteres  beweisen,  mit  anderen 
Worten  den 

lim  Slip     ^  ^     °     >  1. 

.     -  X  — 
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Beweis:  Statt  dessen  brauche  ich  nach  §§  18  und  19  nur  zu  be- 
weisen, daß  ^(x)  ^  , 

lim  sup  ^1 

J  =  00 

ist.     D.  h.:  Aus  den  Annahmen 

d>0, 

4'{x)  <  (1  —  d)j: 

für   alle  x  ^  t.   soll   ein  Widerspruch   entwickelt   werden;    t.  darf  ^  1 
angenommen  werden. 

Aus  X 

folgt  für  alle  x  ^  H,  da  bei  der  Zerlegung 

y(^)=i.(:)+i*(:) 

in  der  ersten  Summe 


«  =  —  +  1 


n  — 


[f] 


in  der  zweiten 


—     X 


n 


[i]  + 


X 


ist, 


T{x)<^{l-8)l+^ü,{^) 


n  =  ^  +  1 


<(l-d)^2'n+^<'^>2' 


1 

;/  =  l 
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X 

« =1 

X 

<{l-d)x[l-\-ßll)  +  0{x) 

1 
=  (1  -ö)x{\  +  logx)+  0{x) 

~  (1  —  d)x  log.r, 

,.  T{x)     .  .        . 

lim  sup    1        <  1  —  0 

^.  =  „  ^a;loga; 

was  der  in  §  16  bewiesenen  Relation 

T{x)  ~  a;  log  X 
widerspricht. 

§  25. 

Beweis,  daß  die  untere  Unbestimmtheitsgrenze  <  1  ist. 

Satz:  Es  ist 

liminf=^^•^),^.^^^<l. 

X  =  oo  ^ 

Beweis:  Es  sei 

8>i) 

und  für  alle  x '^  ^,  wo  |  ^  1   ist, 

xl^{x)  >  (1  +  d)x; 

wenn  daraus  ein  Widerspruch  entwickelt  wird,  ist  der  Satz  bewiesen. 
Hier  ergibt  sich  für  alle  ^  >  ^ 


^w=2'*e)+i'^(s) 


7i  =  l 

n=  c  + 1 


M  =  l 

(1  +  S)x^ 


n 
«  =  i 


Landau,  Verteilung  der  Primzahlen. 


IIS  ^  II.    /  ber  finii/e  von  diu  J'niii.ahltn  ubhihujeiidi'  Suiiniien. 


1 

X 

>u+'»-/'': 


=  il-\-Ö)x 

1 
■log^ 

r^{l    +    d)X 

loga-, 

lim  inf 

x=  00 

T{x) 
xlog  X 

^1    +^ 
>1, 

im 

Gegens 

atze  7A\ 

T{x) 

~  X  log  X. 

Siebentes  Kapitel. 
Über  einige  von  den  rrinizahlen  anlangende  Summen. 

§  26. 

Über  die  Summe    >  — -^  . 
V  g  •'• 

Aus  der  Identität  (vgl.  §  17,  (4)) 

TW  =2''°gi' ([;]+[;]+■••) 

folgt,  da 

l"'»"«^  ([ji] +[;]+•■)  <2'i»gK;  + ;  +  ■  ■  -d  i«'-) 

=  xy  ''^'^^ 

.^^  ^;(ü  —  1) 
ist  und  die  unendliche  Reihe 


^  P  {P  — 


1) 
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als  Teil  der  Reihe 

CO  00 

21        log-  H         ^^  Q  /log«^\ 
n{n  —  1)      .^j       \    n^  / 

w  =  2  «  =  2 

konvergiert, 

p  =  x 
also  mit  Rücksicht  auf 

T{x)  =  ^logx'+  0{x) 

y^logp['^'j  =  x\ogx-^  0{x). 

Die  Wesrlassunsr  der  eckigen  Klammern  links  bewirkt  einen  Fehler 
<^logp-l  =^(.r) 

=  0{x)- 
daher  ist 

^logp|  +  0(*')  =  xiogx  +  0{x), 
^■^^^|^  =  *'log.r+  0(aO, 


x 


P 

1  <  .T 


^^^^  =  log.  +  0(l), 


§27. 

Hilfssatz. 

Satz^^:  Es  sei  /"(«)  eine  für  it  ^  2  positive,  niemals  zu- 
nehmende Funktion,  welche  fürw  =  oo  den  Grenzwert  0  hat; 
dann  existiert 


lim  (  ^f{n)  -  ff{u)du  )  =  Ä, 
.T  =  ooy„  =  2  2  / 


und  e.^^  ist  genauer 

X  ^ 

2f{n)  -ff{n)du  =  ^1  +  0{M)- 


1)  Natürlich  könnte  in  ihm  statt  2  auch  eine  andere  Zahl  stehen. 
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Beweis:   Es  ist  für  x^2 

H  +  1  M  +  i 


=  ^  i\m-fn))(lu  +  0{f{x)); 
"  =  -  // 

0  ^/(A»»)  -  Aw))t?M  <  f(n)  -  /-(w  +  1) 

«  +  i 
fifin)  -  f{H))du  ^  Ä 


wegen 


konvergiert 


mit-  der  Restabschätzung 

_     «  + 1 


=  ^  +  0(/-(M  +  D) 
=  Ä+0{f{x)), 


womit  der  Satz  bewiesen  ist 
Speziell  für 


/•(«)=       ' 


ist  also 


u  log  u 


Wenn 


j^nlogn      ,/  ttlogi*  \a;lnga;/ 

71  =  8  2 

=  loglog:r  +  A+o(^y 


§  98. 
über  die  Suninie  ^  —  • 


2: -7 = ^(^^ 

=  logif  +  r(x) 

gesetzt  wird,  wo  nach  §  26 

r(x)  =  0(lj 


§  28.    Über  die  Summe    "§"1 
■^^  p 
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und  speziell 

r(l)  =  0 
ist,  ergibt  sich  für  a;  >  2 


"^  1  _  "^1  log  p     1 

.^  p       ^     p     logp 
p  =  ^ 

X 


p^x  p^x 

\B{n)  —  B{n-  1) 


'•(M) 


_    "^  log  n  —  log  {n  —  1)        "^  r  (n)  —  r  (n  —  1) 

.^^  log  n  "■"  .^j  log  n 

"  =  2  «  =  2 

■•^-    log(l  — ^) 
~       jiLj         log n        "*" ^  '  ^'^'^  \\ogn  ~  log  (».  -f  1)/  "T"  log  ([a;]  +  1) 

«  =  2  '  ;/,  =  2 

^    ^  .ii-j  logw       .^ilj  log«  '  ^  log  w  log  (n -f  1)  ~      \logx/ 

u  =  2  « =  2  ?( =  2 

Wegen  der  für  n^2  gültigen  Entwicklung 
_  1      /l  _  i^i  _  ^  _  Jl        -Li 


konvergiert 


^ 

1  .  1 

w^         «* 

+ 

1 

rt(«  —  1) 

= 

<.) 

~   —  log  /l  —  1")  _  ' 

^mi  log  n  ' 


mit  der  Restabschätzunsf 

lo.(l-M-l 

\         n]        n 


y        V      ^/     n  _  ^    ,  ^  yj 1 

'^  log  n  ^11"        X  /  %ä  1q 


/(  =  a;  +  1 


logJi 


=  -*■  +  ''(jM^)  +  ''/«' 


log  U 
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analog  ist  wegen 


r(n)\os  (14-) 

log  n  log  (n  -|-  1)  \n  log*  n  / 

»   rWlogJl+j)^^ 
^  log  n  log  («  +  1)  2 


konvergent  und 

r(«)log(l+^J 


L^       1 

locr*  )l 

H  =  ..•  +  ! 


y  1- -r  V  X  V  =  ^2  +  ^>  y 

^-1   log  «  log  («  +  1;  ^  ^«^  »« 

n  =  S  H  =  .1-  +  1 

^  Vajlog^a;/  ^  «log-/* 

(1)  liefert  also 

.^_/  _2i  ~  -^>  nlogn  1  "I    '  2    I        \loga;/  ' 

nach  der  Schlußformel  des  vorigen  Paragraphen  ist  daher 
21  =  loglog:f  +  Ä,  +  yl,  +  A,_  +  0^-^) 

=  loglog.r  +  7i+o(,'    ). 


Zweiter  Teil. 

Anwendung  der  Dirichletschen  Reihen  mit  reellen 

Variabein. 

Achtes  Kapitel. 
Fnndamentaleigeiiscliaften  der  Dirichletschen  Reihen. 

§  29. 
Definition  und  Konvergenzgebiet. 

Definition:  Unter  einer  Dirichletschen  Reihe  versteht  man 
eine  unendliche  Reihe  der  Gestalt 

wo    die   a^^  konstante  reelle   Koeffizienten,   s   eine   reelle  Va- 
riable ist. 

Eine  solche  Reihe  kann  überall  konvertieren,  wie  z.  B. 


«     1 

«  =  l 

in  der  Tat  i.st  für  jedes  s 

1 

1 

lim    ("+"' 

«  =  =c    («  +  !)* 

wT       ,.         1          «* 

•                     1  ITYl 

•           —  lim         1 

=  0. 

Sie  kann  auch  nirgends  konvergieren,  wie  z.  B. 

V  7  n ! 

H  =  1 
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wegen 

„  =  *»'      (n  +  1)'        „  =  00« +  1        »• 

=  0. 

Abgesehen  von  diesen  zwei  extremen  ITilIcii  hat  der  Konvergenz- 
bereich  die  durch  den  folgenden  Satz  beschriebene  Gestalt: 

Satz:  Wenn  f\s)  weder  überall  noch  nirgends  konvergiert, 
so  gibt  es  eine  Zahl  «  derart,  daß  die  Reihe  für  6' <  «  diver- 
giert, für  s>a  konvergiert. 

Beweis:  Wenn  f{s)  für  ein  .v  =  s^  konvergiert  oder  auch  nur 
zwischen  endlichen  Schranken  oszilliert,  so  läßt  sich  zunächst  zeigen, 
daß  sie  für  jedes  größere  s,  d.  h.  für  s  =  ^^  -j-  f ,  £  >  0,  konvergiert. 
In  der  Tat  ist,  wenn 


gesetzt  wird, 
d.  h.  für  alle  x 

S{x)  =  0(1), 
S{x)    <A, 

folglich  für  ganze 

V,  u- 

(:tv  >v^i) 

n  =  r 

=2' 

n  =  V 

S(n)  —  S{u  —  1) 

^      ^   ^\n'        («  +  1)7  v'  (tf+1)*- 


V    ""      <  Ä  V/  ^  -    ^—  "i  4-       +  — 

^  n'o  +  '    ^      ^  \n'        {n  +  1)7         v'        (w  +  1)* 

n  =  r  II  =  a 

_-2A 
daher  ist  bei  gegebenem  d  >  0  für  iv  ^v  ^^  =  5(d) 

was  die   Konvergenz  von  /'(Sq  +  f)  beweist. 
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Ich  teile  nun  alle  reellen  Zahlen  in  zwei  Klassen: 

I.  diejenigen,  für  welche  /'(s)  divergiert, 

II.  diejenigen,  für  welche  f(s)  konvergiert. 

Xach  dem  eben  Bewiesenen  ist  jede  Zahl  der  ersten  Klasse  kleiner 
als  jede  Zahl  der  zweiten  Klosse;  nach  Voraussetzung  gibt  es  Zahlen 
in  beiden  Klassen.  Also  bestimmt  der  Schnitt  eine  Zahl  a  derart,  daß 
f(s)  für  s  <  ß  divergiert,  für  0'  >  a  konvergiert,  womit  der  Satz  be- 
wiesen ist. 

Für  5  =  «  selbst  kann  sowohl  Divergenz  als  Konvergenz  statt- 
finden, wie  folgende  zwei  Beispiele  zeigen: 

1.  Die  Reihe 


(1)  2- 


n 

n  =  l 


divergiert  bekanntlich  für  .s  <  1  und  konvergiert  für  s  >  1.  Ersteres 
(Fall  s  <  1)  folgt  am  schnellsten  aus  der  für  ganzes  w  ^  1  gelten- 
den Abschätzuncr 


21j  n' 


n-       -^    « 


re  —  1  H  =  1 


'ß 


■^  I  du 


u 
1 


=  logw, 
letzteres  (Fall  .s-  >  1)  aus    der  für  ganzes  tv  ^  1  gültigen  Rechnung 


II' 


^    n'  J    u' 

n  =  l  1 


Die    Summe  (1)   wird   mit   ^(.s)    bezeichnet   und    ist   also   —  vor- 
läufig —  eine  Funktion  (Zetafunktion)  des  reellen  Argumentes  s  >  1. 

'2.  Die  Reihe 

1 

00         CO 

"^  log*  n  _  -^        1 
.^J       «*  ^^  n"  log*  n 
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divergiert  für  .s  <  1,  da  dort  (ir  ganz  und  ^  2) 

y-.  '->/".''". 

1     /'f^/ 

=  log-»cJ   „■' 

2 

log-»-  1  —  s  ^  ^ 

ist:  sie  konvergiert  für  .v  ^  1.  da  dort  (w  ganz  und  ^  2) 

y    ^    <y    1 

-^'  «'  log-  n  "  -^  «  log*  « 

--   2  log-  2      ,7    H  log-  ?f 


2  log*  2     '     \log2         log/r/ 


log  2        log 

1 

2  loy- 2    '    loff2 


<„  '  „+   ' 


ist. 

c(  heiße  allgemein  der  Konvergenzpunkt  der  Dirichletschen  Reihe: 
dabei  mögen  die  beiden  extremen  Fälle  u  =  —  c<j  (Konvergenz  für 
alle  s)  und  a  =  -\-  :k,  (Konvergenz  für  kein  s)  einbezogen  werden. 


§  ^0. 

Gleichmäßigce  Konvergenz,  Stetigkeit  und  Differentiier- 
barkeit  der  Dirichletschen  Reihen. 

Satz:  Wenn  «ine  Dirichletsche   Reihe 


m-y.": 


n 
1 


für  N  =  6o  konvergiert,  so   ist  sie  für  alle  s  >  .s"(,.  d.  h.  für  alle 
s^Sq  gleichmäßig  konvergent. 
Beweis:   Wenn 


m-y": 


-^  n'" 
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gesetzt  wird,  ist  für  f  >  0  und  gauzes  v^2 

n  =  r  «  =  i' 

B(v) 


^      ^  ^\h'        («-1)7        {v-l 


Nach   Annahme   von  ^>0  ist   für   alle  «  >  |  =  |(d),   wo  1^2    ge- 
wählt sei,  22(^2)    <  d, 
also  für  alle  cpanzen  v  >  t, 


sri    a„ 


^     ^  V(„  _  1)^        nV        (r 


2d 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Aus  ihm  folgt,  daß  eine  für  Sq  konvergente  Dirichletsche  Reihe 
für  alle  .^^  >  s,^  stetig  ist  und  für  s  =  s^  nach  rechts  stetig.  D.  h.  eine 
Dirichletsche  Reihe  ist  stetig  im  Innern  des  Konvergenzbereiches, 
und,  falls  sie  dort  konvergiert,  auch  im  Konvergenzpunkt  nach  rechts. 

Hinter  dem  Hauptschluß  beim  Beweise  des  Fundamentalsatzes 
aus  dem  §  29  steckt  folgender  allgemeiner  Reihensatz,  den  es  sich 
empfiehlt,  jetzt  besonders  zu  beweisen,  um  nicht  immer  denselben 
Schluß  zu  wiederholen: 

Satz:  Wenn  die  Reihe  mit  reellen  Gliedern 

n  =  l 

konvertiert  oder  auch  nur  zwischen  endlichen  Schranken 
oszilliert  und  die  Zahlenfolge  c,,  von  einer  gewissen  Stelle 
N  an  positiv  ist,  nicht  zunimmt  und  zu  Null  strebt: 

Iimc„=  0, 

n  =  00 

so  konvergiert  die  Reihe 

00 
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Beweis:   Wf'aii  , 

H=  1 

gesetzt  wird,  wo  also  für  alle  x 

ist,  so  ist  für  iv^v^N  ( v,  iv  ganz) 

rt  =  r  K  =  r 

ir 

II  =  r 
W  ir 

2KCn  i  <  B2{c^  -  c„^,)  +  i^r,  +  /yc,.^i 

n  =  F  «  =  r 

womit  wegeu 

lim  c^  =  0 

der  Satz  bewiesen  ist. 

Er  führt  leicht  zu  dem 
Satz:   Wenn 


^  n' 


f{s)  = 

«  =  1 

für  Sq  konvergiert,  so  konvergiert 


VTa„lügn 

«  =  1 

für  s  >  Sq. 

Beweis:  Es  ist 

"«log  n  _  a„  log  n 

n*            w'^n'"'» 

Wird   hierin 

n  " 

_  lüg  » 

gesetzt,  so  sind  die  Voraussetzungen  des  vorigen  Satzes  für  ä  >  .s^j  er- 
füllt; denn  es  ist  einerseits 

lim  c  =  0 
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und  andererseits  nimmt  c,,  von  einer  gewissen  Stelle  an  beständig  ab,  da 

d   log  u  1  log«  ■  {s  —  Sg) 

für 


negativ  ist. 

Satz:  Wenn 


u  >  e    *" 


/■(s)=Vl. 


'^„" 


den  Konvergenzpunkt  cc  bat,  wo  cc  endlich  oder  k  =  —  oc   ist, 
so  ist  f(s)  für  .s- >  ß  differentiierbar  und  dort 


O.locr  )l 


Be"weis :     Die  Reibe 

-^a,,logw 


n  =  l 


deren  allgemeines  Glied  die  Ableitung  des  allgemeinen  Gliedes  von 
—  f(s)  ist,  ist  nach  dem  vorigen  Satze  für  s  >  Sq  konvergent,  wo  Sq 
irgend  eine  Zabl  >«  ist,  d.  b.  für  alle  5  >  ß.  Als  Diricbletscbe 
Reibe  ist  sie  bei  festem  7  >  a  für  alle  s  ^y  gleichmäßig  konvergent. 
Daher  ist  f(s)  für  alle  s  >  «  differentiierbar  und  dort 


r»=->:^^ 


n  =  l 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  ergibt  sich,  daß  für 
s>  «  die  Funktion  f(s)  beliebig  oft  differentiierbar  und 


a ,  logr'  n 


«  =  i 
ist. 

Beispiel:     Die  Reibe 

4- 


(,>  =1,2,...) 


m  =  1  -  i  +  ^    ' 


n  =  l 
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ist  für  s  >  (>  konvergeut,  du  die  Glieder  abwechseludes  ^'()rzl'iclleu 
haben  und  dem  absoluten  Betrage  nach  mouot(jn  zu  Null  abueliuien; 
also  existiert  f'"{ß){}'  =  1,  -.  •  •  )  tür  6^  >  U,  ist  stetig  und  (hiich  die 
Heihe  darstellbar 

Insbesondere  ist  also  für  zu   1   abnehmendes  .s 

lim/""\ö) 

vorhanden.     Xun  ist  für  5  >  1  wegen  der  absoluten  Kojivergenz 

(1 -:.)£(.)  =  (!-;.)  (!  +  .;.+  ■. +  ;.  +  ...) 

=  1  +  ^.+ •,  +  ^  +  !.  +  ;  +  --- 

2  2  2 

—  2*  "4"  ~"   (i*  —  .  .  - 

2'     '     3"  4''   ^   ö"  6*   ^ 

Also  existiert  für  jedes  v  =  \,2,  •  •  ■  bei  zu  1  abnehmendem  5 

<i'|(.-|.)f(»)| 

«  =  1 

was  ich  bald  anwenden  werde. 

Ich  will  es  gleich  noch  anders  formulieren.     Die  Funktion 

9{s)=  s-i' 

_  1  —  2»-* 

~~     s—\ 

ist  für  alle  s  ^  1  deliniert,  =t=  0,  stetig  und  beliebig  oft  ditferentiier- 
bar.     Für  alle  diese  s  ^  1  ist 

1  _g-(*-l)log2 

0(^')=        T^ 

loof*2 
=  l0g2-'"j,-|.s-l)+--. 

Winl 

/y(l)  =  log2 
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definiert,  so  ist  g{s)  für  alle  reellen  s  definiert,  =t=  0,   stetig  und   be- 
liebig oft  differentiierbar.     Also  ist  auch  die  Funktion 

^         .7(«)  ' 
die  für  .■>  >  1   den  Wert 

bat,  für  .V  >  0  definiert,  stetig  und  beliebig  oft  ditferentiierbar. 


§31. 

Über  die  Beziehungcen  zwischen  den  Werten  einer 

Dirichletschen    Reihe    und    der    summatorischen    Funktion 

ihrer  Koeffizienten. 

Zusammen  mit  einer  Dirichletschen  Reihe 

n  =  l 

betrachten    wir    stets  die  Summe 

X 

«  =  i 

welche  für  alle  x  ^  1  die  Summe  ihrer  ersten  \oc]  Koeffizienten   dar- 
stellt. 

Hierüber  besteht  zunächst  folgender 

Satz :     We  n  n 

(1)  lim'^^^-)  =  ^ 


ist,  so  konvergiert 


fi^>  -2:- 


11=1 

für  s>  1,  und  für  zu   1  al>nehmeudes  s  ist 

(2)  ]im{s-l)f(s)  =  A. 

s  =  l 

Aus  der  Existenz  des  Grenzwertes  (1)  soll  also  die  des  Grenz- 
wertes (2)  erschlossen  und  überdies  festgestellt  werden,  daß  beide 
einander  gleich  sind.  Natürlich  ist  es  dasselbe,  ob  man  (1)  für  ganz- 
zahliges X  oder  für  stetig  ins  Unendliche  wachsendes  x  ausspricht. 
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Beweis:     1.    Es  werde  zunächst  der  Spezialfall 

behandelt,  in  welchem  offenbar  die  Voraussetzung  (1)  mit 

A=  1 
erfüllt  ist   und  /(Vi  für  6'  >  1   konvergiert.     Für  .s-  >  1   ergibt  sich 


00 

—'i  -J    u^ 


»1  =  1 


<i  + 


/du 

=  1  +  .4t 


s— 1  ' 

1  <(s-  l)Us)<s 
und  damit  die  Richtigkeit  der  Behauptung 

lim(s-l)e(s)  =  l. 
«  =  i 

2.  Im  allgemeinen  Fall  folgt  zunächst  für  ganze  v,  ic  (1  ^  ^  ^  w^) 
aus 

-^Oj,  _  ^g(w)  — 6'(»  — 1) 

^  '^^"A«'     ("  +  1)7        V*     ^  (w  +  ly ' 

da  für  alle  n  nach  (1) 

I  S(n)    <  i^w 
ist, 
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B{v  —  l)  Bw 


n  =  B  n  =  v 

IV 

n  =  v 

w 

/  7?V^    ^    ^^  ■ 


wegen  der  Konvergenz  von 


i('')=2n- 


für  cS  >  1   ist  also  /X«)  für  s  >  1  konvergent. 

Weiter    ergibt    sieh,    da    nach    Annahme    von    (5  >  0    für    alle 

S(n)  —  An   <  ön 
ist,  für  s  >  1 


^       n'  j^ 


{S{n)  —  An)  —  (Sin  —  1)  —  J.  •  (w  —  1)) 


00 


S{N)  —  AN 


n  =  N-\-l 


ÖN 


M  =  A'  +  1 


<  ^2^- + ii 


2d 


(.-1)  2":f.-^2v 

^n=N+l  n=N+l 

Iiaudau,  Verteilung  der  Primzahlen. 


d{s-l)t{s)-{-2d{s-l), 

8 
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^  /i  =  i 


+14.-1)2',', 


Da  die  rechte  Seite  wegen 

lim(.s  —  l)S(.s)  =  1 
»  =  i 

für   s  =  1    den   Limes    d    hat,    ist    £  =  £(d)   so    bestimmbar,    daß   für 
l<  ^-  <  1  +  f 

(s  -  l){t\s)  -  AUS))   <'2d 

ist.     Dies  besagt 

lim{s  -  l)(fis)  -  A^ß))  =  0, 

s  =  l 

also 

lim(s—  l)/'(sj  =  ^, 
.j  =  1 

was  zu  beweisen  war. 

Wäre  der  bewiesene  Satz  umkehrbar,  so  würde  das  ganze  Ge- 
bäude der  Primzahltheorie  mit  großer  Geschwindigkeit  errichtet  werden 
können.  Er  ist  aber  nicht  umkehrbar,  d.  h.  aus  (2)  folgt  nicht  (1)^ 
wie  folgendes  Beispiel  zeigt: 


f(s)  = 


^  n' 

n  =  l 
1  2  3 

l'         2*         3' 


=   A.  _  i_  +  .J . 

Diese  Reihe    (welche    schon    in  §  oO  vorkam  und   übrigens  für  s>2 

mit  ,         ,.,     s  ,  /         ,  X 

(1  -2--'')^s-  1) 

übereinstimmt)    ist    für  5  >  1    konvergent.      Es    ist    für   s  >  1    ferner 
wegen  der  monotonen  Abnahme  der  absolut  genommenen  Glieder 

0<f{s)<\, 
also 

lim (5-  \)t'(s)  =  0. 

Trotzdem  ist  al^er  weder 

lim^^^  =  0 
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noch   dieser  Grenzwert   überhaupt   vorhanden.     Denn  es  ist  für  ganze 

S(iV)  =  «1  +  «2  +  •   ■  ■  +  ^''w 

_l_2  +  3-4  +  ---  +  (-  ly  +  '^w, 


d.  h. 


also 


Ä(l)  =  1, 
S{2)  =  1-2 

=  -1, 

5(3)  =  _  1  +  3 

=  9 

- ; 

^^(4)  =  2-4 

S(ßm  -  1)  =  m, 
S(2)»)  ^  —  ni, 

^^"'      2m  -1  2' 

m  —  OD 

lim  ^^''"^^  =  -  i. 


In  diesem  Beispiel  ist  offenbar 


limsup^'  =  |, 


.r  =  cc 


lim  mi 


Dies  Intervall  (—  |  •  •  •  f )  schließt  nun  den  Wert 
lim(s-  l)/-(s)  =  0 

.s  =  l 

ein. 

Dahinter  steckt  der  allgemeine 
Satz:   1.  Wenn 


(3)  /'(s)  =  V«f 

■^^  n 
für  s>  1  konvergiert,  so  ist 


n 


lim  sup  (s  —  1)  /"(s)  ^  lim  sup  — 

s  =  1  .);  =  00  ^ 


8'=' 
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2.  Wenn  (3)  für  s>  1  konvergiert,  ist 

liniinf(s-  !)/■(«)  ^  lim  inf'^^''"^- 

«  =  1  x  =  oa 

Bei    dieser   Verschärfung    des  vorigen   Satzes    muß  natürlich   die 
Konvergenz    von  f{s)   iiir  .s  >  1    in    die    Voraussetzung   aufgenommen 

.S'i  X) 
werden;    falls    allerdini^s       '      endliche    Unbestimmtheitsgrenzen    hat, 

liefert  der  Anfang   des   vorangehenden  Beweises   die  Konvergenz   von 
f(s)  für  s  >  1. 

Beweis:   Es  genügt,  den  ersten  Teil  des  Satzes  zu  beweisen,  da 
der   zweite    durch  Multiplikation   mit  —  1    auf  ihn   zurückführbar  ist. 

Aus   der   Konvergenz   von   f(s)   für   s  >■  1    schließe    ich    zunächst 
für  s  >  1 
(4)  hm    -,   =0; 


.r  =  00 


X 


in  der  Tat  ist,  wenn  s  >  1  gegeben  und  Sq   zwischen   1   und  s  einge- 
schoben ( z.  B.  .So  =     "^      gesetzt)  wird, 

X 


H  =  l 


folglich  für  o;  >  1 


SW  =1^-" 


n  =  l 


=^(i2(w)  -Bin—  1))  n'o 

n  =  l 

X 

=^B(;n)  (n'o  -  (n  +  D*")  +  R(x)  ([x]  +  l)'^» 

n  =  l 

X 

n  =  l 

also  (4)  richtig.   Aus  (4)  folgt  wegen  der  für  alle  .i'^  1  gültigen  Identität 

n  =  l  71  =  1 


=2'*w  ih  -  ^)  +  (ti+T)' 
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für  5  >  1  weiter  ^^ 

^^)  /•(^)=i'^W(7--(„+17)- 


Es  werde 


lim  sup  —  =  A 


gesetzt;   für  Ä  =  oo  ist   die  Behauptung   des  Satzes   trivial.     Es  darf 
also  A  =  —  CK)  oder  ^  endlich  angenommen  werden. 

I.   Es  sei  A  =  —  oo.     Dann   ist  nach  Annahme  jedes  03  >  0  für 
alle  n^N=  N{g}) 

S(n)  <  —  an, 
also,  wenn  s  >  1  ist, 

f(s)<ys(f^) (^ -   '  A - 03 yn (^  — ^) 

>i  —  l  n  =  i\ 

iV-1  00 


11  =  1 


' «« (--.  -  nb)  ~  »»2  A  (» -  (« -  D)  - "  '^^^ . 

\  n         (n  +  1)  /  -"i— -    n  iV 

?« =  iV 

N-l  <x> 

(s-1)  fis)  <is-l)\yS(n)(  \  -  ,    £     )  1  _  03  (.s  -  1)  ^  A 

78  =  1  n  =  N 

weil    die    rechte   Seite    für    s  =  1    den    Limes    —  C3    hat,    ist    also    für 

l<S<l   +  £(03) 

{s-l)f{s)<-l, 
d.  h.,   wie  behauptet, 

lim  sup  (s  —  l)f'(s)  =  —  oo. 

s  =  l 

IL  A  sei  endlich.   Nach  Annahme  von  d  >  0  ist  für  n  ^  X=  N{d) 
S{n)<(A  +  d)n, 
folglich,  wenn  s  >  1   ist, 


1)  Übrigens    ist  in   (5)    f(s)   durch   eine    absolut  kouvergente  Reihe  darge- 
stellt, da 


S(n)(^--^^      ]  =  o(n')o(-^] 
\n'       (n-fl)7  V         /      W  +  \l 


-0,^, 


ist. 
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^■—i  \  n         (n  4-  1 )    '  ■^^      V  II         hl  -{- 1)  / 

-2*x«)(^  -',-.)  +  '-^  +  "'S '.  +  '^  -'^" ' ' 

»=  1  '  »  ^-  .V 

also,  da  das  l^rudukt  der  rechten  Seite  mit  n  —  1   für  .s  =  1  den  Limes 
'"^  +  '^   ''^^-  lim  sup  (s  -  1)  f(s)  <Ä-\-d. 

lim  sup  (ß  —  l)f{s}  <  A, 
.1  =  1 

was  zu  beweisen   war. 

Von  den  vielen  möcjlichen  Veralloemeiuerauo-en  des  letzten  Satzes 
auf  Fälle,  in  denen  S(x)  mit  einer  anderen  F'unktion  als  x,  f(s)  mit 
einer  auderen  Funktion  als  s  —  1  in  Verbindung  gebracht  wird,  hebe 
ich  noch  als  für  meine  Zwecke  wichtig  hervor  den 

Satz:  A\  enn 

(3)  f(s)  =  V  «" 


,1  =  1 


für  s>  1   konvergiert,  ist 


lim  sup  f(s)  <  lim  sup    -         =  Ä 

.  =  1      log— i-  •'•  =  -      ^ 

^  s—l  log X 

und 

limiuf  /'(.s;)  >  liminf      ^"^^    • 

s  =  l         1  .r  =  oc         J^ 

^s—\  loga- 

Beweis:  Es  genügt  wiederum,  den  ersten  Teil  zu  beweisen,  und 
zwar  bloß  für  ^  <  3c.  Da  der  Leser  jetzt  hinreichend  geübt  ist,  ziehe 
ich  A  =  —  oo  und  —  ^xj  <  -4  <C  oo  zusammen  und  schließe  unter 
Benutzung    von    (5)    so    weiter:    B   sei    irgend   eine  Zahl  >  A.     Für 

n^N=N(B)  ist' 

S(n)  <  B,  "    , 
^   ^  log  /'  ' 

also,  wenn  s  >  1  ist, 

tl=z\  „  =  .V 

(6)  -^^2io.„{l^~.ilir)+!>^(')' 
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wo 


lim  5^1  (s) 


existiert,  also  gewiß 


;  =  1 


lim/         \     ^^(5)^  =  0 


S  —  1 

ist.     Nun  ist  für  s  >  1 


«TA 

1  1  s  (du  s 

71 


<  *^^'  +  1\ 
^       n^       - 

wenn  5^3  (^)  (desgl.  ^3(5),  •  •  •)  eine  Funktion  bezeichnet,  deren  Quotient 

durch  loff- T  für  zu   1   abnehmendes  .s  den  Limes  0  hat,    so  liefert 

'^  s  —  1 

die  Relation 

11  =  2  7!  =  2 

die  Folgerung 

ex;  s. 

2j  Tög  w  vT?  ~  (n+lrj  ~  ^  ^  n"  log  //  ^  ^^-  ^^^'> 

H  =  2  «  =  2 

00  00 

^^  ^  \o^i  W  ~"  {n  +  1)V  ^  ^'^  ^  »•^-  log  X   '^  ^'^  ^^ '  5 

/'  =  2  «  =  2 

nun  ist  für  .5  >  1 


.^j  n*  log  n      J   u"  log  u  ' 

H^2  2 

,^-  »'log  n   ^  2* log  2     ^  J  «*log  H  ' 
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also 

■X, 

«  =  2  1' 

=j,..,    +//3(5) 
log  2 

00 

log  2 

(*-l)log2 

1 

(s-l)log2 


also,  da 


existiert, 

^  I  II   log  n        ,J    w  '  'i\  ■! 

«  =  2  (i-r)log2 

=  -log((.s-l)log2)  +  5r^(sj 
(8)  =10^^^^+5-5(8). 

Nach  (6),  (7)  und  (8)  ist  also 

d.  h.  . 

lim  sup  "^  J^ } 

*  =  i      log— - 
^  s  — 1 

also,  da  dies  für  alk'    //  >  .1  ujilt, 

lim  sup       ^^-^^• 

*=!         log 

^  s—  1 
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§  32. 

Darstellung*  der  Konvergenzabszisse  einer  Dirichletschen 

Reihe. 

Zu  jeder  zahlentheoreti sehen  Funktion  S[n),  oder,  was  dasselbe 
besagt,  7M  jeder  Funktion  des  stetigen  Argumentes  x,  welche  für 
a;  <  1  Null  und  für  </^a;<r/-f-l  (^^1  ganz)  konstant  ist,  gehört 
eine  bestimmte  Dirichletsche  Reihe 

für  welche 

S{x)  =!«„ 
«  =  i 
ist.     Es  braucht  ja  nur 

a^^  =  Si^n)  -  S{ii  -  1) 

gesetzt    zu    werden.      Die    Dirichletsche    Reihe    braucht    natürlich 
nirgends  zu  konvergieren.     Falls  aber 

S{x)  =  0{x') 
für  irgend  ein  c  ist,  ist  sicher  ihr  Grenzpunkt  a  <  oo,  da  ja  alsdann 

a„  =  Si^i)  -  S{:n  -  1) 

ist.    Übrigens  ist  alsdann  (c<Cc,  d.  h. /'(s)  für  5>c  konvergent,  wie  aus 

w  w 

n=  0  11  =  V 

w 

S{v  —  1)    .       S{w) 


=2«w(:.-ot)-^j^-'>+ 


{tv  +  ir 


wegen 


hervorgeht. 

Umgekehrt:  Falls  für  irgend  ein  Sq 

(1)  /■(•'.)  -2^ 
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konvergiert,  ist  im  Falle  ^f,,  <  (> 

.S'(aj  =  0(  1), 
im   Falle  .s,,  >  0 

lim  ^'  =  ( » , 

S(x)  =  0  J',«> 

H  =  l 

iedenfalls  also 

S{x)  =  0(.tO . 

Übrigens  läßt  sicli  aus  der  Konvergenz  von  (1).  wo  Sy  ^  0  ist,  schärfer 

S{x)  =  0{x'") 
herleiten:   Wenn 

n  =  l 

gesetzt  wird,  ist  für  x^\ 
«  =  i 

Tl  =  l  . 

=^Ii{n){if"  -  {n  +  lY")  +  R(x){lx']  +  1)»» 

H  =  l 

X 

=  ()^{{n  +  1)'»  —  M"")  +  0(a:*<') 

Wenn  y  die  untere  Grenze  der  c  ist,  für  welche 
S{x)  =  0(a;<^) 

ist,  mit  anderen   Worten,  wenn 

,.  log  Si,x) 

y  =  lim  sup    7     — 
^  =  *         lo?^ 

ist",  so  haben   wir  als(»  festgestellt,  daß  erstens 

«  ^  y 

1)  Daß  log  0  sinnloH  bzw.  —  ex-  ist,  stört  bei  dieser  Definition  von  y  nicht. 
Falls  stets  ,SY.ri  =  0  ist  (natürlich  nicht  nur  dann),  wäre  eben  y^  —  OC. 
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ist  und  zweitens  ^  ,r  .. 

y  <  Max.  (a,  0), 

und  damit  insbesondere  im  Falle  c:  ^  0  den 

Satz:    Wenn  der  Konvergenzpunkt  c:  von 


«  =  1 

^0  ist,  so  ist 

,.              loo  S(:c) 
a  =  lim  sup     1 • 

Es  genüsct,  hierbei  x  gfanzzahlio-  wachsen  zu  lassen,  da 

log  [.r]  ^  log  ./■ 
ist. 

Diese  Formel  ist  also  z.  B.  stets  dann  gültig,  wenn 

\imS{x) 

.r  =  x 

nicht  existiert,  d.  h.  ^ 

m  =^«« 

divergiert. 

Beispiele:    1.    Für  ^ 

«.  =  1 
ist  bei  jedem  x^O 

Six)  =  [x], 
also 

lin,l«fl^^    =lim^ 

=  1, 

a=l. 
2.  Für 

a,,=  (— l)^'  +  ^j/ 

ist.  wie  im  vorigen  Paragraphen  ausgerechnet  wurde, 

S{2tii  —  1 )  =  ni, 

S{2m)  =  -m, 
also  bei  iedem  ic  >  0  ^     ,  ,^ 

s(.)  =  (-ir-'pT'], 


S(x)   ~ 


2 


1 .        log     S(X)  ^ 

lim     °      ^  -    =  1, 


a 


=  1. 
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ist 


also 


3.  Für  .     ,,„ ^, 

S(2m-  1)  =  1, 
S{2m)  =  0, 


h. 


log   S(a;;     f  =  0  für  uugpnides  a:"  ^  3, 
logx      (  =  _  oc  für  gerades  o;  ^  2, 

lim  Slip    ?     ^  ^  =  0, 

(^  =  0. 

Im  Kouvergeuzbereiche  braucht  eine  Diricliletsche  Reihe  nicht 
absolut  zu  konvergieren;  andererseits  ist  klar,  daß  eine  für  s^  absolut 
konvergente  Dirichletsclie  Reihe  für  .s'>.Sy  absolut  konvergiert,  da  ja 

««    <    «« 

ist.  Also  gibt  es  zu  jeder  Dirichletschen  Reihe  ein  ß  derart,  daß 
die  Summe  der  absoluten  Beträge  für  s  <  /5  divergiert,  für  s  >  ß 
konvergiert;  hierbei  sind  die  beiden  extremen  Fälle  /?  =  —  oo  und 
ß  =^  -\-  :yo  eiuzubeziehen.     Offenbar  ist  stets 

a  <  /3  ^  «  +  1 ; 
denn  eine  für  .s„  konvergente  Reihe   ist  für  .v  >  .s„  +  1   wegen 

««  =  0,1), 

absolut  konvergent. 

Xaeh  dem  bewiesenen  Satze  ergibt  sich  unmittelbar,  daß  im 
FaUe  ß>0 

ß  =  lim  sup       "~ 


J  =  OJ 


ist;  jener  Satz  braucht  ja  nur  auf  die  Diricliletsche  Reihe 


2::- 


angewendet  zu   werden. 
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Bei  einer  Dir  ich  1  et  sehen  Reihe  folgen  also  von  links  nach  rechts 
eine  Strecke  mit  Divergenz,  eine  Strecke  bedingter  Konvergenz  und 
eine  Strecke  absoluter  Konvergenz  aufeinander.  Die  mittlere  ist,  wenn 
sie  nicht  ganz  zusammengeschrumpft  ist,  von  positiver  endlicher  Länge 
<  1;  auch  jede  der  beiden  äußeren  (unendlichen)  Strecken  braucht 
nicht  vorhanden  zu  sein. 

Beispiele:   1.  a  =  ß  =  —  cc   bei 


2.  —  oo  <  «  =  /3  bei 


n  =  1 


2' 


wo  a  =  1,  /i  =  1   ist. 

3.  —  oü  <  a  <  /3  bei 

r(_i)»  +  i 

«  =  i 
wo  o:  =  0,  ß  =  l  ist. 

4.  cc  =  ß  -=  oo  bei 

!nl 


2" 

«=1 


Neuntes  Kapitel. 
Untersuchung  einiger  spezieller  Diricliletscher  Reihen. 

§  33. 
Die  zur  Funktion  T|'(.>r)  gehörige  Reihe. 

Ich  verstehe  unter  i)(x)  unsere  frühere  Funktion 

^log  p 

und  setze  von  jetzt  an  dauernd  für  ganze  w  ^  1 

^(w)  —  xl}{n—  1)  =  A{n), 
d.  h. 

A{ii)  =  0  für  w  =  1  und  aUe  n  >  1,  die  nicht  Primzahlpotenzen  sind, 

A{n)  =  logp  für  n  =  p^,  m  ^  1. 


\2G  ^^-    l'xtirsiicliiiiui  cliiKjer  spi~i\iler  Jfiriclilitscficr   livilifit. 


Zur  suramatorischeu  Funktion  V(^)  gehört  die  Dirichletsche  Reihe 

(1)  Tf' 


11  =  1 


welche  wegen  ^^  ,        ^  ■ 

für  6'  >  1   konvergiert. 

Wir  werden  nun  finden,  daß  die  lleihe  (1)  in  engem  Zusiunmen- 
hange  mit  der  Zetafunktion  steht,  und  beweisen  zu  diesem  Zweck  zu- 
nächst den 

Satz:  Für  ,s-  >  1    ist 

P 

Beweis:  Die  Konvergenz  des  unendlichen  Produktes  steht  fest,  da 

p 
als  Teilreihe  von  t,(s)  konvergiert.     Nun  ist  für  .s  >  1 


1  — 

p" 


p^X 


WO  n  in  H'  alle  Zahlen  durchläuft,  deren  Primfaktoren  sämtlich  <  x 
sind.     Da  zu  diesen  alle  Zahlen  <  x  gehören,  ist 

^  X  'XI 

VA  =  y  1  .  V» 

/i  =  1  H  =  1  /(  =  .r  +  1 


■-n\-T. 


„■  -' 


/(  =  .r  +  1 
n=x+l 

1)  Von  dem  Satz  \l>{x)  =  0{x)  des  ersteu  Teils  mache  ich  hier  absichtlich 
keinen  Gebrauch. 


also 
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•^  =  =«      pg.r      1  —  »  =  1 

.V  =  »   p  g  ,,,      i  _  .1  =  «    „  =  1 


^  n 

11  =  1 

=  t{s). 
Satz:  Für  .5  >  1   ist 

m      ^     n" 

n  =  1 

Beweis:  Für  —  1  <  w  <  1   ist 


1  _  M  =  e    "     2      3 


also,  da  für  .s  >  1  und  jede  Primzahl  ^ 

ist. 


o<i<i 


1      1    1    _  1    1 


1=1 

J 


^  '"  =  1 
P 


l{s)  =  Ile 
p 


y    III  =  1 


WO  die  Doppelreihe  mit  positiven  Gliedern  im  Exponenten  beliebig- 
geordnet werden,  z.  B.  so  als  Dirichletsche  Reihe  geschrieben  wer- 
den kann:  =>. 

p,m  II  =  1 

wo 

a„  =        lur  n  =  «"', 

a,.  =  0  sonst 
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ist.     Es  ist  also 

■^■^  11' 
I,  --  1 

folglich,  da  nach  i^  3(»  ylied weises  Ditterentiieren  einer  Dirichletschen 
Reihe  im  Konvergenzbereicli  (hier  also  gewiß  für  .s  >  1)  gestattet  ist, 

30 

s'  (s)  "^  rt„  log  » 

11  =  1 
Nun  ist 

a„log>?  =      log(;/")  =  log7>  für  ff  =jp"', 

^n  l^o  '^  =  ^  sonst, 


also  stets 

dadurch  erhalten  wir 


«„log"  =  ^^W; 
p,"> 


=2 


§   34. 

Hilfssätze  über  $'(s)  und  ^ir-^  mit  Anwendungen  auf  if'(i«) 

und  x>^{x). 

über  ^(s)   ist    uns   aus    §  ?A    schon   bekannt,    daß  für   vxx  1    ab- 
nehmendes s 
(1)  lim(s-  \)lis)  =  l 

ist;  ich  behaupte  —  hier,  wie  meist ^'  für  zu  1  abnehmendes  s  („Limes 
von  rechts")  —  den 

^''^^*  lim(.s-  \yi'{s)  =  -  1. 


Beweis:  Für  s  >  1   ist 


5'(.s-)  =  -2'T 


n  =  l 

o 

l0£ 


r(»)-2T 


1)  Wenn  nichts  anderes  gesagt  ist. 
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Die  Funktion 


log« 


nimmt  bei  festem  i'  >  1  für  u^e  mit  wachsendem  n  monoton  ab,  da 


d  los:  w 


s  \os  u 


für 


1 


negativ  ist.     Folglich  ist 


]  log-  n 


uy-  6' 


log  2         /  log  u 
3" 


>l/+/^<i«; 


wegen 


Aog-! 

J       U' 

3 


1      log  ( 


1  1 


J     u^  s  —  1  S-'    1        (s-  —  1 


(S-—  1)^   S--»-! 


ist  also 

cc 

2 


losr  H 


bg2         log3  1       log  3 

^      2-'     "*"      3'     "^  s  —  1  3-^-1  ' 


n'  (s  — l)^3-'-i 

«  =  2 

« = 2  I 

^^    ^  n=2  / 

lim(.-l)=V~'?55-l, 


Iim(s-l)'g'(s)  =  -l. 

Ä  =  l 
Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  9 
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Hieraus  in  Verbindung  mit  (1)  ergibt  sich 

T.^      h{s)     V^  {s-i)m 
=  -1, 

,=1  ■;^    « 

also  nach  dem  zweiten  Satz  des  §  iil 

lim  sup  ^1? 


lim  ini  —      <  1 , 


wie  in  §§  24 — ^h  auf  anderem  Wege  bewiesen  wurde.     Hier  kommt 
es  weniger  künstlich  heraus. 

Die  entsprechenden  Relationen  für  0-(.r)  ergeben  sich  direkt   aus 
der  zugehöriy:en  Diriehletschen  Ueihe 

/' 
Es  ist 

S^-H^  _  '^logi;        NT!  -ST'logj; 
//  =  1  p  111  =  i     p 

also,  da  die  üoppelsumme  wegen 

^  ^,  y/.»  ^^.    ;-...    -t-^    ;^.3,    i 


Z  fc'CX-'  - 1) 

A  =  1 

eine  für  s>^  konvergente  Diriehletsche  Reihe 
darstellt  und  infolgedessen  für  6=1  einen  Limes  hat, 
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folglich  nacli  §  31 
und 


hm  sup  — ^  >  1 

x  —  x, 


limmf^'^<l 


$  3ö. 
Der  Eiudeutigkeitssatz  der  Dirichletscheu  Reihen. 

Auch  die  Quelle  der  gnmdlegeudeu  Identität  des  §  17 

T(.):-^,(£) 

71  =  1 

wird  hier  ersichtlich. 

Zu  T(x)  gehört  die  Dirichletsche  Reihe 

M=l 

Nun  ist  identisch  für  ö"  >  1 

-  t'{s)  =  -  II  •  m, 

Ji  =  1  H  =  1  H  =  1 


A-  =  1  ;  =  1 


Beim  Ausmultipliziereu  zweier   absolut   konvergenter  Dirichlet- 
scher  Reihen 


n  =  \  n  =  \  i  =  1  ?  =  1 

entsteht  bei  folgender  Anordnuns  wieder   eine  Dirieliletsche  Reihe: 
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wo  alle  Zahlenpaare  /.',  /  zusammengefaßt  sind,  deren  Produkt  n  ist^^: 

kl  =  n 
=  2^kßn 

' "  i' 

Im  vorliegenden  Fall  werde 

ß;  =  1 
gesetzt;  dann  ist 

(2)  iog«=^^a-)-i 

kl  =  n 

wie  direkt  festgestellt  werden  kann^',  aber  aus  dem  nächsten  Satz 
ohne  direkte  Verifikation  folgt.     Also  ist 

n  =  l 
kl^x 

WO  über  alle  Paare  positiver  ganzer  Zahlen  J:,  l  zu  summieren  ist, 
deren  Produkt  <  x  ist.  Das  bedeutet,  wenn  zuerst  nach  /.\  dann  nach 
l  summiert  wird, 


=1 


1=1  A- = 1 


1=1 


1)  Das  Zeichen  k  n  bedeutet,  daß  /.  alle  Teiler  von  n  durchläuft. 

2)  Für  n  =  p'^  ' ' '  Pq^  ^^*  nämlich 

^^(Ä;)  =  (log^^+...  +  logp^)(i^Glieder}4-...  +  (logPp  +  .-+logp^,){A„  Glieder} 

=  \  log2)j  H h  ip  log  Po 

=  log  n . 
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Wenn  übrigens   in   umgekehrter  Reihenfolge    summiert   wird,   so 
ergibt  sich  ein  anderer  Satz,   den  wir  aus  §  17    auch   schon   kennen: 


T{x)  -2A^)2^ 
i- = 1     j = 1 

k  =  X 

=2'logpg]-t-2logi{^j4-... 

=2M[:]+[|]+---)- 

p'&x 

Um  nun  ohne  jene  direkte  Verifikation  von  (1)  auf  (2)  schließen 
zu  können,  beweise  ich  folgenden  allgemeinen 
Satz:    Wenn  für  s  >  Sq 

OO  00 

^ij  rt*       ^^  n" 
«  =  1  «  =  i 

ist,  so  ist 


allo-emein 


Aus  diesem  Satz  folgt  offenbar  das  Obige,  da  nach  (1)  für  5  >  1 

00  00    ^,AQc) 

■^ log  n  _  -^ k\n 
j^    n"         x^        n^ 

ist. 

Beweis:    Wenn 


«1 

= 

\, 

«2 

= 

K 

«. 

= 

K- 

^n-'bn  =  Cn 


gesetzt  wird,  so  ist  zu  beweisen:    Aus 

CO 

V^  =  0 
.^jj  n 


134 
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far  5>So 

folgt 

=-0, 

Es  sei  (lies  nicht 

Avahr,  soud 

ern 

zuerst 

also  im  F 

ille  X: 

>  1   noch 

Ca 

^=4=0, 

^1  = 

=  Ca-1  = 

0. 

Dann  ist  l 

ur  alle 

S>So 

— 

71  =  A'+1 


Wesen  der  Konverg-enz  von 


ist 


wo  A  von  «  unabhängig  ist,  also  für  s  >  Sq  -[-  2 

,«0  +  1 


n  =  A'+l 


n=iV  f  1 


n  =  A'+  1 

A  1 


also  wäre  für  s  >  s,,  +  2 


Cy    < 


s  —  s^  —  2  jv»-»o-i; ' 

A  N' 

s  — «0  — SjV-*-*"-* 

~5  — S„-2' 

also,  da  man  sich  s  beliebig  groß  denken  darf, 

Cn=0, 
gegen  die  Annahme. 


§  36.    Die  Reihe  für  log'i{s)  mit  Aiucendumj  auf  n{x)  und    ^     •       135 


§  36. 
Die  Reihe  für  logi;(«)  mit  Anwendung  auf  .t(x)   und  ^  —  ' 

Zur  Funktion  Tt{x)  gehört  folgende  Dirichletsclie  Reihe: 

00 

^^  7t{n)  —  Tt(n  —  1)  _  "^  1 
«  =  1  p 

Sie  hängt  mit  der  Zetafunktion  auch  eng  zusammen.    Es  ist  für  s  >  1 
nach  i?  33 

p,iii 


also 


=2 

p  III  =  '■i   p 


p  m  =  2     x> 

WO   die   Doppelsumme  rechts   eine  für  6'  >  4-  konvergente  und  insbe- 
sondere für  5=1  nach  rechts  stetige  Dirichletsche  Reihe  darstellt.    Da 

lim(s-l)e(s)  =  l 

s  =  l 

ist,  ist 

lim  (log  (5  -  1)  +  log  m)  =  0, 
«  =  i 

also  a  fortiori 

lim(l+/^^^>i.)=0, 
,  =  1  V  log(s  — 1)/  ' 

lim,^°f^  =  -l, 
,  =  ilog(s  — 1)  ' 

lim     l«i-^i^-=l, 
lim       '^\      =  1. 

.=  1     log----^ 
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Nach  dem  dritten  Satz  des  §  31  ist  also 

lim  sup             ^  Ij 
x  =  «.           ^^  , 
loga; 

llUi  Uli                  <  1. 
,■     ^              33         = 

lo<'a; 

Ich  benutze  die  obige  Formel  (1),  um    in   der  früheren  Relation 
(ygl.  §  28) 

>,  -  =  logloga;  +  i'+  0(,  '    ) 

JlSx 

die  Konstante 

7>'  =  lim  (  >       -  log  log  :^- ) 

ZU  bestimmen,  d.  h.  durch  eine  gewisse  unendliche  Reihe  auszudrücken. 
Es  ist,  wenn  ^^{s),  fo(sj,  •  •  •  Funktionen  bezeichnen,  die  für  zu  1  ab- 
nehmendes s  den  Limes  0  haben, 

30 

Andererseits  ist  für  s  ^  1,  «  ^  2 

/(  4-  1  H  +  1 

M*l0g«        ^    «"log«        J     V/- lo<r  /t  M-''log?</ 

n  H 

7i  +1  II 

II  u 

n  +  1         II 

^J'^'d  (~  v^-^ogv  -  .^^^^.-)  ^^' 

II  u 

n  +  1 

1  /^*    du      I  ^       *  1  1 

og«      ,/  «•■'logM  1  =  n*iogn        »*log*?(  ' 

y/     1  r   du    ^ 

4^mJ  Vi?" log*/       j   u''h>gu/ 


I  «*log 
also  für  1<  6-  <  2 
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p 


gleichmäßig  konvergent,  d.  b.  für  zu  1  abnehmendes  s 


/■    ~                        .            \                 ~    /  VT  \ 

.      /    -^ 1 /      du      \        lijj^'V/  ^ /    _^^*       ) 

*"■'•    \h  =  2  '  o  /  * ""     n  =  2       X  „  / 

■^/        1  /         f/tt      \ 

.^J\nlogn       J  ttlogM/ 

/( =  2  „ 

X  »  +  J 

-  lim  y( -,i (^) 

n-i  ,j 

W  +  1 

^J  n  log  w     ^  tt  log 

!  =  2  2 

.r™  V  ;;^  "•  ^og  «     J  « log 

,.         /       dtt,  i 

lim   I      .         =1 

,  =  iJ  it'iogu     J  1 

2  2 

addiert  wird, 

lim(  '^      ^       —  f   '^^      1  =  liml    V      ^       _  /'  "^'^     \ 
^^■A  ^^  n^  log  n     J  u"  log  M  y        i-  =  X.  \  -^^  '^  log  n      J  u  log  (t  ^ 

(3)  -  =  A 

wo  diese  Konstante  D  zum  Schluß  noch  herausfallen  wird. 
Ferner  ist  für  s'  >  1 

00  00 

/*    du      Ce^dv 

J  u^logu  ~J  e*"« 

e  1 

00 

1 

00 

i  e~"'  div 


folglich,  wenn  ^  ^^ 

,.        /      du            (     du 
lim   /     .. ,         =  /  — , 

*(  log  11 
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nun  ist^)  die  Euler  sehe  Konstnnte 


(  =  lim  I  —  /  +  loii;  , 

,,  =  +  oV    ,^       "■  '    '' 

00 

=  lim  (  —  /  +  loff        ,    I , 

^  «—  1  ^ 

folglich 

00 

(4)  (    f "—  =  log    \  -  C  +  eJs). 

^    '  J  u"  log  if  o  s  —  1  '     3  V  / 

Nach  (3)  und  (4)  ergibt  sich 

00 

. .       V    /      =  log  -~  +D-C+  8,{s), 
also  in  Verbindung  hiit  (2) 


Wenn  die  linke  Seite  als  eine  einzige  Dirichletsche  Reihe  angesehen 
wird,  ist  dieselbe  wegen  der  Relation  des  §  28 


1)  Wenn  niimlich   C  als 


2'^,  =loglog.+i^+o(l) 


lim  I    ^      —  log  ,1 


definiert  wird,  so  setze  ich  aus  der  Theorie  der  (iaumiafunktion  voraus.  <laL'. 

-C=r'(l) 

00 

= /"e^'"  log  ird  ir 
0 

ißt.     Nun  ist  für  //  >  0 


•X  00 

/  e~ '"  log  ir dir  =  c  '•  log h  -\-  j  d w 

h  h 


=  (e-*  -  1)  log /(  +  ((''' j"  d,r-\og\   y 


und  das  erste  Glied  rechts  hat  für  zu  Null  abnehmendes  //  den  Limes  0. 
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und  der  Relation 

y^    /— =  loa  Wa;  + />  +  o(l) 

.^mJ  n  log  n  o       o        I  1       V    / 

//  —  ;f 

für  s  =  1  konvergent  und  =  B  —  U-  daher  folgt  aus  (5) 

m  =  2      p 

wir  finden  also,  daß  in 

(6)  27  =  l<'g»«g^  +  -B+0(l„-.) 

P  =  ^ 
\     )  j^  _^^    ffi/pi 

ist. 

Wegen  «> 


)«  =  2      ^ 


^J  .^J  mp'"  ji-^  jiLj  p'"- 

111  =  2  py-x  p':>xm--2 

^  p(j)  —  1) 

jLJ  n{n  —  l) 

n  =  X 

-o(, '  ) 

Uoga;/ 

ist  offenbar  mit  (6)  und  (7)  die  Relation 

_2° 

V  V  ^  —  =  loglogx+  C'+  o(,  ^   ) 


p  ^X    711.  =  1 


bewiesen;  aus  ihr  ergibt  sich  weiter 

-2'log(l-^)- loglog- +  C+0(l4). 

P  =  ^ 

-(loglog..  +  C)    0(^~) 


e  e 

.  \         w  / 
2'  =  -^ 


n(i-i) 

"*"       \log*«/ 


loga?  I  \     '^       \logx, 
loga; 
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_     _    2 

also  in  erster  Annäherung 

1  1   \         p)  ^  logx 

Zehntes  Kapitel. 
Lber  die  Liibestiuimtlieitsgreiizeii  des  Produktes 


i^(--w-fe)- 


i?  37. 
Erläuterung  des  Problems  und  Erledig-uug-  des  Falles  (/  =  2. 

Wegen 


lim^"^-^r^  =  l 


(vgl.  §  4,  (1))  lautet  das  in  §§  24 — 2ö  und  nochmals  in  §  36  erzielte 
Resultat  ,  ^ , 

liminf^^^°?^<l, 


um  sup  ~^^ — ^—  ^  1 

a;  =  «  ^ 


auch  so: 


.r  ^ 

Umsup'°f  (.(x)-/,4"J^0. 


Diese  Tatsache,  daß  0  dem  Intervall  der  Unbestimmtheit«grenzen  an- 
gehört (also  insbesondere,  daß  der  Limes,  wenn  vorhanden,  =  0  ist), 
will  ich  jetzt  für   jedes  konstante  q  beim  Produkt 


uachueisen,  d.  h.  den 


'°f  "(^^-/.t) 
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Satz: 


.i.„>f'^(.(.)-/,-)^ü, 

X 


Vorbemerkungen:  Für  ^i  <  1  wäre  es  wegen 

-w=o(io;.) 

nichts  Neues,  da  alsdann  der  Limes  des  Produktes  0  ist. 

Es  soll  also  bewiesen  werden ,  daß  für  jedes  g  >  1  und  jedes 
^  >  0  jenseits  jeder  Schranke  l  ein  ;r  =  x^  {q,  d,  l)  gefunden  werden 
kann,  für  das  ^ 

^^^  ^(^)  >J  logT.  -  log^^ 

2 

ist,  und  auch  ein  x  =  x^  {q,  d,  ^)  >  h,,  für  das 
/o\  -   N     ^  I    du     ,      Öx 

2 

ist. 

Übrigens  sind  natürlich  dann  auch  (1)  und  (2)  jenseits  jeder 
Stelle  I  gleichzeitig  erfüllbar;  denn,  da  die  Funktion  7i{x)  nur  Sprünge 
von  der  Länge 

macht,  so  kann  sie-  nur  daun  immer  wieder  einmal  größer  als  die 
rechte  Seite  von  (1)  und  immer  wieder  einmal  kleiner  als  die  rechte 
Seite  von  (2)  sein,  wenn  sie  immer  wieder  einmal  zwischen  beiden 
rechten  Seiten  hegt. 

Wegen  der  Schwierigkeit  des  Beweises  will  ich  in  diesem  Para- 
graphen den  FaU  q  =  2  vorausschicken;  alsdann  braucht  der  Satz 
natürlich  nur  für  jedes  ganze  q>  2  bewiesen  zu  werden,  da  aus  seiner 
Gültigkeit  für  ein  q  seine  Richtigkeit  für  jedes  kleinere  q  folgt. 

1.  Es  soll  bewiesen  werden,  daß  immer  wieder  einmal 


-(-)  <J\^  + 


u  dx 

logu        log^ic 
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2     

ist.     Das  sei  nicht  wahr.     Dann  wäre  von  einer  gewissen  Stelle  an 
dauernd 

/  \  ^  /*  <'"     I      ^^ 
^  ^  —J  log  »       log'  -^ 

also  von  einer  gewissen  Stelle  an 

.1' 

^W  >^  log»  +  2log-x' 
Es  ist  für  .s  >  1   infolge  §  B;} 


11  =  1 
wo 

OQ 
«  =  1 

für  s  >  -1  konvergiert. 
Wird 

7r(>2)  —  :r{n  —  1)  =  a^ 

gesetzt,  so  ist  daher  für  s  >  1 

^  a„  log  n  ^  '^  \og2i 

;i  =  l 

(3)     i'(«.-,„:„)'T=-';s-^(')-i;:'+i- 

»  =  2  n  =  1 

Ich  behaupte,  daß  die  rechte  Seite  von  (3)  für  s  =  \  einen  Limes 
hat,  d.  h.  daß  , , , 

existiert.     Wegen 

l)ranch('   icli   mit   K'iicksicht  auf 

lim  (6^-  l)^(sj=  1 
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nur  zu  beweisen,  daß 

(4)  lim  ({s  -  1)  r  (5)  +  {s  -  1)  e-  (s)) 

^      ^  4  =  1 

existiert. 

Nach  dem  Schluß  des  §  30  existiert 

(5)  lim  ^  { (s  -  1)  t(s) }  =  lim  { {s  -  1)  t'{s)  +  ^ C^)  } 

und  aucli^'  der  Grenzwert  des  in  der  Form       auftretenden  Quotienten 
Hm  (^^41^^  =  lim  (£(.,)  _,^,); 

S  =  l  *  S=l^  '^  ^^ 

daher  existiert  wegen 

(s  -  1)  i^(s)  -  i{s)  =  ^,f5i~'  •  (s  -  1)  e(.^) 

der  Grenzwert 

(6)  lim  ((6^-  l)^'(s)-m), 

4-  =  l 

folglieh  durch  Addition  der  Ausdrücke  (5)  und  (6)  der  Grenzwert  (4). 

Es  ist  also  bewiesen,  daß  die  rechte  Seite  von  (3)  für  s=  1  einen 

Limes  hat.     Dasselbe  gilt  also  von  der  linken  Seite.     Diese  läßt  sich, 

i;(«.-i4-„)-^w 

K  =  2 

gesetzt,  auch  so  schreiben: 

00  CO 

^(ßi,,  -  Bin  -  l))-^  =2"  ^«  {'f"  -  '°^r)  ■ 

rt  =  2  »  =  2 

Also  existiert 

00 

( i )  hm  2j  R{n)  [--. ^_^,y  )  ' 

Es  sei  nun  —  dies  war  die  ad  absurdum  zu  führende  Annahme  — 
für  alle  x'^N  (wo  N  ganz  ist) 


1)  In  der  Tat  ist  für  das  h,{s)  am  Ende  des  §  30,  welches  u.  a.  im  Punkte 
s  =  1  den  Wert  1  hat  und  für  s  >>  1  gleich  {s  —  l)J(s)  ist, 

,.      h\s)  —  //(l)        ., ,. 
hm     ^-^ ^-'-  =  h  (1) 

vorhanden. 


144     ^-    f  i»>'  'l'C   Unhestimintheitsgrenzeu  des  P}-oduJdes    °*  '  (7t{x)  —  1  ,-—•)■ 

JV^  sei  ^  3  gewählt,  damit  für  n^N  stets  die  Klammer  in  (7)  posi- 
tiv sei.^'     Dann  ist 

^  ^H«;  \^  „*       („  + 1)«  /  -^  2  ^  log» « V  "'       («  +  iv  / 

n  =  iV  «  =  jV 

00 

_  8  'Sri  log  >j  In  «  —  1      \  _,_  <^    (-^^  —  1)  log  N 

~~  2  ^     n'^  Vlog*  w  ~  lög*~(«  —  1)/  "^  2"  iV^'  ro~g*(Ä^^^^) ' 

n 

n  (n  —  1)     C  ^^    (    "    \  ] 

log*n       rog*(H — 1)     J  du\\og-u) 

n-l 
n 

-1 


Nun  ist 


n-l 


n-l 


l02^  tt  ' 


also  bei  jedem  w  ^  iV^,  wenn  iV^  >  e*  +  1  ist  (was  angenommen  werden 
darf), 


1  r_^ 

V  iog^ 

-^   2  log«  »i  ' 

folglich 

11  =  A  '  n  =  i\' 

Wenn  s  zu  1  abnimmt,  wächst  aber  die  rechte  Seite  von  (8).  —  im 
Widerspruch  zu  der  Existenz  von'  (7)  —  über  alle  Grenzen;  denn 
nach  Annahme  von  G  ist  für  passendes  x 

^  ■  n  log  71  ' 

,1  =  A' 

1)  In  der  Tat  ist 

d   log  u  1  s  log  )i 

du  V^'^m'+i"    if'  +  i 

<0 
1 

für  II  ^  e'  ,  eIkii  gC'wiL)  für  it  ]>  r,  was  aucli  das  *'  ]>  1  sei. 
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also  weo'en 


j^  n"  log  n       ^^  n"  log  '. 


n  =  N 


2.  Aus 


lim  inf  ^  — s-^ >  lim  ^  ^^, 

^_i      .^i/  «  logw  —  ^_i.^mJ  n  i.ogn 

n=N  n=N 

>G. 

(  \  ^  C  ^^  da;  /■     -\  i:\ 

^  ^  =,/  iog?(       log^ic  V  '  =  '/ 


kommt   der  Widerspruch   ganz  ebenso  heraus,   da  von   einer  gewissen 
Stelle  an 

^   ■'  2  log-w 

wäre. 

Damit  ist  im  Spezialfälle  q  =  2  der  Satz  bewiesen. 


§38. 

Hilfssatz  aus  der  Differentialrechnung. 

Für  den  allgemeinen  Beweis  brauche  ich  den 
Satz:    Es    sei    h(s)    für    s>0    definiert    und    beliebig    oft 
differentiierbar;  wenn  für  s  >  1 

/N        his)  —  h{l) 

gesetzt  wird,  so  ist  für  zu   1   abnehmendes  s  bei  jedem   v^O 

lim  f/''^(s) 

vorhanden. 

Beweis:    Für  s>l    ist  nach    dem  Taylor  sehen  Satz   mit  Rest- 
glied (v  -f  2)  ter  Ordnung 

(1)    /,(,)  =  /,(i)  +  '-^-h\i)  + . . .  +  ^'(fz^/'^+^^i)  +  Hs), 

wo 

^(^)  =  ^\vT^r^'"'^'^('^  +  ®o^'  -  D)  (0  <  ©0  <  1) 

ist;  für  s>0  ist  die  durch  (1)  definierte  Funktion  xlf(s)  beliebig   oft 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  10 


.1" 

14l)     X     llnr  die   l'iihestimmthcitsgrenzen  des  Produktes         "  (7t{x)  —  /  ,' '   j 


difieieiitiierbar.     Die  Anwendung  des  Taylorschen  Satzes   mit  Kest- 
f!;lied  {v  +  l)ter  Ordnung  auf  /i'(s)  ergibt 

h'(s)  =  Ä'(l)  +  '"  'ä"(1)  +  •  •  •  +  ^'7/^'  /i'"  +  ^)(l)  +  t'(s), 

wo  das  lu'stglied  il''{s)  die  Ableitung  des  alten  Kestgliedes  ^•{S)  sein 
muß  und  zwar 

^''i^)  =  ^■i^^'^^"^'Kl  +  ö,(5  -  D)  (0  <  0,  <  1) 

ist;  die  Anwendung  auf  //"(•''')  ^^^^   Kestglied  j^ter  Ordnung  liefert 

wo 

,^"(s)  =  ^liz^u^  +  ^)(i  +  0,fs  _  D)  (0  <  &,  <  1) 

ist,  usf  ])is  zu 

/,|')(5)  =  M')(l)  +  *  ~  ^/i('  +  i)(l)  +  t^.(")(s), 
wo 

^(.•)(5)  =  ^'-^^'ac+2)(i  +  @^(s  _  D)   (0  <  ö„  <  1) 

ist. 

Nun  ist  für  s  >  1 

Hierin  ist 

in  dem  allgemeinen  Gliede  der  rechten  Seite  von 

X.it!\)=^''''(').,-:.x-(;)^'''--'w,,^,,+---+(-iN'^,Ji;.... 

ist  wegen 


i-7e^u^=^' 


'liil^er  ist  ,/.    /^M\ 
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also  lim^C)(s) 

s  =  l 


vorhanden  Iviud  =  — zrf) 


§  39. 
Erledigniig*  des  allgemeinen  Falls. 

Aus  der  für  s  >  1  gültigen  Gleicliung  §  37,  (3) 

yk  -  r^)H" = -  0^^  -  m  -  y^  + 1 


n  =  l 


folgt  für  s  >  1    und  jedes  ganze   g  >  2   durch    (q  —  2)  maliges  Diffe- 
rentiieren : 

H  =  2  n  =  1 

WO  die  letzte  Reihe  rechts  für  s  >  i  konvergiert,   also  bei  Abnahme 
von  s  zu  1  einen  Limes  hat.     Ich  behaupte,  daß  auch 

existiert;  wegen 

m  "^  ^^*^  (s-i)l:(s) 

und  mit  Rücksicht  darauf,  daß  im  §  30  für  jedes  v  die  Existenz  von 

lim^((s-l)e(s)) 

festgestellt  war,  habe  ich  also  nur  noch  zu  beweisen,  daß  für  jedes  v 

lim^iis  -  l)^'{s)  +  (s  -  l)t\s)) 

s  =  l  "'^ 

existiert. 

Es  ist 

(s  -  i)e'(s)  +  (s  -  i)t\s)  =  {s-i)v{s)  +  tis)  +  { {s-\)m  - 1 }  e(s) 

=  f^^  { {s  -  IHis) }  +  { (s  -  IHis)  -  1 }  t{s). 
Ich  habe  also  nur  für  jedes  v  die  Existenz  von 

lim^;^,({(5- 1)^(5) -l}e(s)) 

ZTT  beweisen. 

10* 
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Wegen 

{ {s  -  1)^(5)  -  1 }  e(s)  =  (tW  -  7^-i)  {s  -  l)t{s) 
ist  nur  zu  beweisen,  daß 

(3)  iif;,f:(5>s)-,A,) 

existiert. 

Dies  folgt  aus   dem  Satz  des  §  38,  wenu   er  auf  die  Funktion 
h  (s)  vom  Ende  des  §  30  angewendet  wird,  welche  u.  a.  für  s  >  1 

=  (5-i)e(s) 

war  und  für  s  =  1  den  Wert  1  hat,  sowie  eben  die  Voraussetzungen 
jenes  Satzes  erfüllt.     Wegen 

=  «»■)  -  jh 

existiert  also  der  Grenzwert  (3)  und  mithin  der  Grenzwert  (2). 
Nach  (1 )  existiert  daher  für  jedes  q^2 

*         H  =  2  "  "  =  2 

Wäre  nun  für  alle  hinreichend  großen  x 

X 

/  \  ^    1    du  öx 


log'^  X 


bzw. 


/  \   ^   r  du  Sx 

^  ^  ^^J  log«       log'a;' 

2 

so  wäre  für  alle  ganzen  n^N 

(5)  -ßC«)  >  »  41; 

bzw. 

(6)  •"(")<- ^4„; 

N  sei  >  e'~^  gewählt,  damit  für  s  >  1,  n^N  stets 

log^-^n  _  log'^(n_+  1)       .. 

n*  (n  +  1)*       -^  ^ 
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sei^\     Dann  wäre  also  sowohl  im  Falle  (5)  als  auch  im  Falle  (6) 
^■Dr  NAog'~'»i      log^-'(^  +  iy^|^  d-s^_w^    /log'^-^^      iog'^-i(n  +  l)\ 

Zj  -^  w  \—^s  (,,  ^  1).  -  y  P  2  ^  log'/  H  \   '»*  ~       (»^  + 1)*    / 


^  2 ^        w'        Xloain  ~  log''  (n  —  1)/ 


aog'^w       log'' (n  — 1)7        2    iV'log''(iVr_i) 
Nun  ist,  wenn  N  überdies  >  e^'^  +  1  angenommen  wird,  für  u^N  —  1 

log  M  2  ' 


also 


-1)      Jcl 


(n-1)      _/.Z       t*      ^^^ 


log^w        log^(n— 1)      J  du\Q^<iu 


II 

J   \\0K 


log'^M  log'^        Uj 


>^f~^,     du 

"J    log'^M 

7t  —  1 


2  log''  « ' 


«  2  log'^« 

71  =  iV 


^  %:i      1 


-12 


was  wegen  der  Divergenz  von 


n  =  iV 


>i-*logw' 


^^  n  log  w 

n  =  2 


1)  In  der  Tat  ist 

d  log^~iM        (q  —  l)log''"'*?^       slog^~^^« 

du       t?       ~  «*  +  ^  u^  +  ^~ 

<0 
für 

2-1 

also  gewiß  bei  allen  s  >>  1  für 

H>e'?-i. 
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mit  der  Existenz   des  Grenzwertes  auf  der  rechten  Seite  von  (4)   in 
Widerspruch  steht. 

Diiniit  ist  der  Satz  des  §  37  allgouiein  l)ewiesen,  und  damit  sind 
auch  die  wichtigen  Folgerungen  begründet,  welche  in  i?  4  daraus  ge- 
zogen sind: 

1.  Wenn  in 

^  log  X  —  A{x) 

\im.A(x) 

.r  =  50 

existiert,  so  ist 

lim  Ä  (x)  =  1 . 

.r  =  (» 

2.  Es  ist  für  jedes  ganze  5  >  1 

lim  sup  ^^»^^  Ux)  -(■'     +...+  ^^^^^  )  >  0, 

lim  inf  ''^"'^ L(x)  -(/-+...+  ^l^y--))  <  0. 


Dritter  Teil. 

Aiiwendimg  der  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen 
komplexer  Variabein. 

Elftes  Kapitel. 
Eigeiiscliaften  der  Zetafunktioii. 


§  40. 
Einführung  der  Zetafunktion. 

Ich  erinnere  zunächst  an  einen  grundlegenden,  von  Weierstraß 
herrührenden  und  z.  B.  ganz  schnell  mit  Hilfe  des  Cauchy scheu  In- 
tegralsatzes beweisbaren  ^'> 

Satz:   Wenn 

f\[s),f,{s),--.,fM--- 

unendlich  viele  im  Kreise  s  —  Sq  <r  reguläre  analytische 
Funktionen  der  komplexen  Variablen  8  sind  und 

:^fn{s)=f{s) 

für  s  —  Sq  < /•  gleichmäßig  konvergiert,  so  ist /'(si  dort  eine 
reguläre  analytis-che  Funktion,  also  gewiß  beliebig  oft  dif- 
ferentiierbar;  ferner  ist  dort  für  jedes  v  =  1,  2,  ■  ■  ■ 

«  =  1  ,1  =  1 

konvergent  und 

Dieser  Satz  liefert  insbesondere:  Wenn  die  Voraussetzuno-  der 
gleichmäßigen  Konvergenz  in  einer  gewissen  kreisförmigen  Umgebung 

1)  Ein  solcher  Beweis  steht  z.  B.  bei  H.  Burkhardt,  Einführung  in  die 
Theorie  der  analytischen  Funktionen  einer  komplexen  Veränder- 
lichen, 3.  Aufl.,  Leipzig  (Veit:  1908),  S.  161—163. 
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jedes  Punktes  eines  zusammenliängenden  Bereiches,  in  dem  die  /"„(s) 
als  regulär  vorausgesetzt  werden  (z.  B.  einer  Halbebene)  erfüllt  ist, 
so  ist  /'(s)  in  jenem  Bereiche  regulär  und  dort 

;i  =  l 

Die  komplexe  Variable  s  setze  ich  stets  =  ö  -\-  fl,  d.  h.  ich  ver- 
stehe unter  ö  ihren  reellen  Teil. 

Als  erste  Auwenduncr  des  Satzes  betrachte  ich  die  Funktionen- 
folge: 

fÄs)  =  „.      ("  =  1,  '^,  ■  ■  •), 

wo  ich  unter  ;*'  die  ganze  transzendente  Funktion  (-"'"k"  verstehe,  in 
der  log  n  den  reellen  Wert  des  Logarithmus  bezeichnet,  [„{s)  ist 
dann  auch  eine  ganze  transzendente  Funktion,  also  gewiß  für  jedes  u 
in  jedem  Bereiche  regulär.     Es  ist 

u'  ^  =  |w"+''| 

=  |glogn(ff  +  <.)| 
—  ßlogn-  (I 


\  =  n" 

also 


(1) 


VI 

,1  =  1 


,^j  n^ 


für')  (?  >  1  (absolut)  konvergent;  für  ö  >  1  +  d,  wo  d  >  0  fest  ist^ 
ist  bei  allen  n  =  1,  '2,  ■  ■  ■ 

also  (1)  gleichmäßig  konvergent.  (1)  definiert  also  eine  fürö>l+d 
reguläre,  d.  h.,  da  Ö  >  0  beliebig  war,  eine  für  ö  >  1  reguläre  Funk- 
tion Ton  s,  welche  mit  ^(5)  bezeichnet  werden  möge.  Die  Zetafunk- 
tion ist  also  in  der  Halbebene  (?  >  1   durcli  die  Reihe 

,1  =  1 
definiert,  und  es  ist  ebenda 

n  =  l 

1)  Diese  Schreibweise  ff  >  1  bedeutet  alno:  In  der  Halbebene  3i(s)  >  1. 


da  ja 
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ds  n"       ds 

=  C-" !"""(—  logw) 
loer  n 


ist. 


§  41. 
Produktdarstelliing'  der  Zetafunktion  mit  Folgerungen. 

Wir  hatten  schon  in  §  33  für  s  >  1  die  Identität 


2'^=«-') 


1 


(1)  -n-^ 

Satz:  Die  Identität  (1)  gilt  für  ^  >  1. 

Beweis:  Zunächst  ist  für  (5  >  1   die  Konvergenz  des  unendlichen 
Produktes  gegen  einen  von  NuU  verschiedenen  Wert  klar,   da  wegen 

^  I  —  "^ 

ps  pO 

die  Reihe 

absolut  konvergiert,  und  kein  Glied        den  Wert  1  hat. 
Wegen 


ist 


ll<-^- 

<\ 

1 

=  1  +  -  +  -' 
^  i>^  ^  f' 

1-1 

p^ 

+ 


also   wegen   der  absoluten   Konvergenz    dieser   Reihe   und   wegen  der 
für  Mj  >  0,  Wg  >  0  offenbar  gültigen  Relation 

n\  n\  =  (Wj  Wg)" 
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n:\=m+j-+,>-) 


1    p.    j'h^ 


Zj    ""'      • 


wo  Jt  alle  Zahlen  durchläuft,  deren  Primfaktoren  sämtlich  <C  w  sind. 
Daher  ist  ■'■  ~  , 

11    .         1    ~  ^n'  ^  2j    h" 

n  <  JT     1  .«  »  =  1  11  =  X  -\-  1 

I  _  p 


11      _1         2jn''^2jn"' 

n  \-2: 


x  =  x  \  ^.^  1 ^-        — : 


Dieser  Satz  lehrt  insbesondere,  daß  ^(s)  in  der  Halbebene  (?  >  1 
keine  Nullstelle  hat. 

Wie  in  §  33  für  ,s  >  1  beweise  ich  jetzt  allgemeiner  den 
Satz:    Es  ist  für  (?  >  1 

t'(s)         ST}  log  2) 


m     Z^  p"-' 

■p,  m 

00 

Zj    »•' 


p,  m 

00 

Wegen    der    absoluten    Konvergenz    kommt    es    bei    ^  auf    di( 


Reihenfolge  der  Glieder  nicht  an. 
Beweis:    Für  1h    <  1  ist 


1  «+•(-■••++■ 

=  e     - 


1  —  M 

also  für  alle   l*rinr/,ahleu  /*  und  f?  >  l 

00 

1  "^ 
1  — i 

V 
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folglich  nach  dem  vorigen  Satz  für  a  >  1 

00 

^   m  p"> " 

Avo  die  Doppelreihe  im  Exponenten  absolut  konvergiert  (da  die  Reihe 
der  absoluten  Beträge  dieselbe  Reihe  für  die  reelle  Variable  6  ist), 
also  beliebig  geordnet  werden  kann.  Die  Reihe  im  Exponenten  kann 
z.  B.  nach  wachsendem  p'"'  geordnet  werden;  dann  ist  sie  eine  einfach 
unendliche  Reihe,  nämlich 

.^j  log  tl  ■  u"  ' 

die  für  ö  >  1  +  ö  (Ö  >  0)  gleichmäßig  konvergiert  (weil  ihre  Glieder 
absolut  genommen  <^  den  Gliedern  für  1  -|-  ^  sind),  und  es  ergibt 
sich^)  für  (?  >  1 

y-  "■ 

^  (,s)  =  e^A'"  --   >' ^^ 

'  ^  •  ds  .^1  m  if-" 

p,  m 

=  5W  •  i-^z'W 


Pt  "< 
p,  m 

?(  =  1 


p  p 

\og2> 
l' 

p 


1)  Man  beachte,  daß  ich  jetzt  —  obgleich  es  sehr  leicht  Wäre  —  nicht 
nötig  habe,  die  Konvergenz  der  Reihe  der  Ableitungen  besonders  festzustellen 
und  daß  ich  —  vorläufig  —  hier  im  Komijlexen  das  Zeichen  log  ^(s)  bei  der 
vorliegenden  „logarithmischen  Differentiation"  vermeide. 
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§42. 

Erste   Methode    der  Fortsetzung   von  C(s)   über   die   G-erade 
r7  =  1   hinaus  bis  zur  Achse  des  Imaginären  ö  =  0. 

Es  fragt  sieh  nun,  ob  t,[s)  über  die  Gerade  ö  =  1  hinaus  fort- 
gesetzt werden  kann  oder  nicht.  Obgleich  wir  aus  §  .'U  wissen,  daß 
für  zu   1   abnehmendes  .<? 

linit^s-  l)l{s)=  1 

ist,  so  dürfen  wir  nicht  etwa  schließen,  daß  5=1  ein  Pol  erster 
Ordnung  mit  dem  Residuum  1  ist.  Vielmehr  sind  wir  nur  berechtigt, 
zu  sagen:  s=  1  ist  gewiß  keine  reguläre  Stelle;  falls  s=l  ein  Pol 
ist  (was  also  Fortsetzbarkeit  übor  die  Gerade  6  =  \  hinüber  in  der 
Nähe  der  Stelle  s  =  1  bedingt),  ist  es  ein  Pol  erster  Ordnung  mit 
dem  Residuum   1. 

Daß  letzteres  wirklich  der  Fall  ist,  will  ich  zunächst  unter  Be- 
nutzung der  schon  früher  behandelten  und  für  reelle  s  >  0  kon- 
vergenten Dirichlet sehen  Reihe 

(1)  1  -  i  +  i  -  ^  +  •  •  • 

beweisen.  Diese  Reihe  ist  offenbar  für  (J  >  1  absolut  konvergent,  für 
(3  >  1  -f  d  (d  >  0)  gleichmäßig  konvergent  und  für  ö  >  1 

=  (1-21-^)^(5)5 
in  der  Tat  ist  ja  für  ö  >  1 

(i-;,)^(5)  =  n-^, -f  ^  +  ].-f  ••• 

2  2 

—  2'  ~  Y  —  ■  •  . 

2"  ^   3*         4'  ^ 

Ich  behaupte  nun,  daß  (1)  für  ö>0  konvergiert  und  zwar  in 
einer  gewissen  Umgebung  jedes  dieser  Halbebene  angehörigen  Punktes 
gleichmäßig-,  das  bewirkt,  daß  (1)  eine  für  ö  >  0  reguläre  Funktion 
darstellt.  Hierfür  will  ich  aber,  um  nicht  Versteck  zu  spielen,  gleich 
die  allgemeinen  dahinterliegenden  Sätze  über  Dirichletsche  Reihen 
beweisen. 
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Unter  einer  Dirichlet sehen  Reihe  verstehe  ich  jetzt  eine  Reihe 

n  =  l 

WO  die  Koeffizienten  a^^  und  die  Variable  s  komplex  sind. 
.^        Satz:    Es  sei  «, 


für  s  =  Sq  konvergent  oder  auch  nur 


n  =  l 


0(1), 


Dann  konvergiert  die  Reihe  für  alle  5,  deren  reeller  Teil  6 
größer  als  der  reelle  Teil  a^  von  Sq  =  6^  -\-  t^^i  ist,  und  zwar 
gleichmäßig  in  dem  Rechteck 

6^-^  d^ö^a,  -T<t^T, 

wo  (5  >  0,  03  >  (?o  +  (J,  T>0  ist  und  im  übrigen  ö,(o,T  be- 
liebig, aber  fest  sind.  Folglich,  da  jeder  Punkt  der  Halb- 
ebene (?  >  (?o  i^  ^i^  solches  Rechteck  eingeschlossen  werden 
kann:  Die  Reihe  definiert  eine  für  (?  >  (Jq  reguläre  ana- 
lytische Funktion. 
Beweis:    Wenn 

n  =  l 

gesetzt  wird,  ist  für  ganze  v,  iv  (^w  ^  i"  ^  1) 

w  w 

-STlö«  _  ^/S'(w)  —  S{n  —  1) 


^     ^^'\n'-''' 


S{v  —  1) 


(«  +  !)■ 

Nach  Voraussetzung  ist  für  aUe  n 

I  S{n)  I  <  Ä, 
also  für  6  >  (9q 

w  I  w 


^ 


in  +  1)^ 


+ 


S(,w) 


(w  -i-  ly 


'       .■"-Co      '      „,'^-ffo 
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Nun  ist 


,»  —  ».. 


da  ja 


B+  I 

1  1 _       _     s   r     du 


=   g- (,-.„)  log«.  /_   *,       «o\ 

ist.  Dies  Integral  ist  das  Integral  einer  komplexen  Funktion  des 
reellen^'  Armnueutes  n.  Es  m\t  dafür  die  Abschätzung:  Der  abso- 
lute  Betrag  des  Integrals  einer  stetigen  Funktion  ist  höchstens  gleich 
der  Länge  des  Integrationsweges  mal  dem  Maximum  des  absoluten 
Betrages   des  Integranden.     Der   absolute  Betrag  des  Integranden   ist 

i«' 

<lie  Weglänge  ist  1.     Daher  ergibt  sich 

ir  w 

ji  =  r  II  =  c 

Hieraus  folgt  zunächst  bei  festem  s,  wo  <?  >  (Jq  ist,  wegen  der  Kon- 
vergenz von  « 

«  =  i 
daß  nach  Annahme  von  s  >  0  für  w  ^  v  ^  v^  =  Vq{£) 


1 

-»0 

+  1 

= 

L 

r 

»o)  +  l 

< 

1 

+  1 ' 

2"::<^ 


ist,  d.  h. 


fl  =  p 


1)  Es  liißt  sich  natürlich  auch  als  Integral  einer  analytischen  Funktion 
von  «  interpretieren  (s,  s^  sind  konstant),  welche  in  der  Halbebene  9t(M)>(), 
aber  auch  in  der  ganzen  durcli  einen  Schnitt  von  »  =  0  bis  «  =  —  co  (liings 
der  negativen  reellen  Achsei  aufgetrennten  Ebene  regulär  ist.  Daher  könnte 
man  auch  von  n  bis  >*  +  1  auf  beliebiger  anderer  IJahn  in  dieser  aufgeschnittenen 
(f-Ebene  gehen. 


§  42.    Erste  Methode  der  Fortsetsiiiig  von  'Q{i,).  159 

konvergiert.    Schärfer  ergibt  sich  für  alle  s  des  Gebietes  6^  +  d ^6 ^a, 
-  T<t£T 

w  w 

n  =  V  n  =  v 

WO  die  rechte  Seite  von  s  unabhängig  ist  und  für  iv  ^  v  ^  Vq  =  Vq^s) 
kleiuer  als  s  ist.  Avas  den  ausgesprochenen  Satz  vollständig  beweist. 
Eine  Dirichletsche  Reihe,  die  in  einem  Punkte  konvergiert, 
konvergiert  also  in  jedem  mit  Bezug  auf  die  Abszisse  (d.  h.  die  Pro- 
jektion auf  die  reelle  Achse)  rechts  gelegenen  Punkte.  Wenn  sie  daher 
für  jedes  reelle  s  konvergiert,  so  konvergiert  sie  für  jedes  komplexe  s; 
Beispiel:  i 

00         _ 

Wenn  sie  für   kein  reelles  s  konvergiert,   so   konvergiert  sie  für  kein 
komplexes  s:  Beispiel: 


Abgesehen  von  diesen  zwei  extremen  Fällen  liefert  die  Einteilung 
(Schnitt)  aller  reellen  Punkte  in  Divergenz-  und  Konvergenzpunkte 
ein  a,  so  daß  die  Reihe  für  s  <  a  divergiert,  für  s  >  a  konvergiert; 
alsdann  ist  sie  in  der  Halbebene  6  <i  a  divergent,  in  der  Halbebene 
(j  >  a  konvergent.  Da  (in  Bezug  auf  die  Abszisse)  zwischen  a  und 
ein  s  der  Halbebene  (?  >  cc  ein  Sq  eingeschoben  werden  kann,  so  de- 
finiert nach  dem  zweiten  Teil  des  vorigen  Satzes  die  Reihe  eine  für 
(>  >  a  reguläre  Funktion  und  kann  dort  beliebig  oft  gliedweise  diffe- 
rentiiert  werden. 

In  dem  einen  extremen  Fall  cc  ^  ~  oo  stellt  die  Reihe  eine  ganze 
transzendente  Funktion  dar  und  darf  in  der  ganzen  Ebene  beliebig  oft 
differentiiert  werden. 

Im  Fall  des  endlichen  a  heißt  die  Gerade  (5  =  a  die  Konvergenz- 
gerade der  Dirichletschen  Reihe,  die  Zahl  a  die  Konvergenzabszisse. 

Da  aus  der  absoluten  Konvergenz  einer  Dirichletschen  Reihe 
für  Sq  wegen 

"«  I  <  I  ^  I 

unmittelbar  ihre  absolute  Konvergenz  für  9i(s)  >  9i(So)  folgt,  gibt  es 
ebenso  eine  Gerade  ^  =  ß,  so  daß  (abgesehen  von   den  extremen  Fäl- 
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len  ß  =  —  CO  und  ß  =  oo)  die  Reihe  für  6  <^  ß  nicht  absolut  kon- 
vergiert, für  (7  >  /J  absolut  konvergiert,  und  wie  in  §  32  erkennt  man, 
diiß  entweder 

ß  =  /3  =  —  oü 
oder 

a  =  ß  =  -\-  oo 
oder  ((  endlieh  und 

cc^ß^a-\-  1 

ist.     Es   folgen   in   der  komplexen  Ebene,   allgemein  gesprochen,  von 
links    nach    rechts    aufeinander:    Eine    Halbebene    mit   Divergenz,    ein 
Streifen  bedingter  Konvergenz,  dessen  Dicke  höchstens  1   ist,  und  eine 
Halbebene  absoluter  Konvergenz. 
Insbesondere  für 

1  -  i   +   ^   -   '  -f  .  .  . 

ist 

(c  =  o; 

da  die  Reihe  für  reelle  s  >  0  konvergiert  und  für  s  =  0  divergiert. 
Die  Reihe  konvergiert  also  für  ^  >  0  und  stellt  dort  eine  reguläre 
Funktion  dar.     Da  diese  für  ö  >  1 

ist,  ist  also  ^(s)  über  die  Gerade  0=1  hinaus  mindestens  bis  zur  Ge- 
raden 6  =  0  (exkl.)  fortsetzbar  und  in  der  Halbebene  ö  >  0  mero- 
morph,  d.  h.  regulär  bis  auf  etwaige  Pole.  t,(s)  ist  gewiß  regulär 
für  jedes  s  dieser  Halbebene,  welches  keine  Nullstelle  der  ganzen 
transzendenten  Funktion 

1  _  2^-'=  1  —  e(i-*)iog2 

ist.     Diese  Funktion  hat  als  Nullstellen  die  Wurzeln  von 

(1  —  s)log2  =  —  2Aar/     (A  ganz), 
d.  h    die  Werte 

2X7C 
log 


1   +i.„.,^ 


welche  alle  den  reellen  Teil  1  haben  und  NullsteUen  erster  Ordnung 
sind.  Jede  dieser  Steilen  kann  ein  Pol  (aber  dann  nur  erster  Ord- 
nung) von  ^(s)  sein,  braucht  es  aber  nicht.  Genauer:  t,(s)  ist  in  einem 
solchen  Punkte  regulär,  wenn  dort 
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ist,  hat  aber  einen  Pol  erster  Ordnung^  wenn  dort 

ist.     Letzteres  ist  für  s  =  1  (X  =  0)  gewiß  der  FaU,  da 

ist.     ^(s)  hat  also   im  Punkte  s  =  1   einen   Pol  erster  Ordnung;   dies 
folgt  natürlich  auch  daraus,  daß  für  zu  1   abnehmendes  s 

lim(s-l)e(s)=l 

s  =  l 

ist  und  s  =  1  nach  dem  Vorangehenden  regulär  oder  Pol  erster  Ord- 
nung war. 

Ob  die  Reihe  i         i         i 

2' 
in  den  anderen  Punkten 


1  -  ^.  +  F  -  4^ 


von  Null  verschieden  ist  oder  nicht,  d.  h.,  ob  dies  Pole  von  t,{s)  sind 
oder  nicht,  tritt  hier  nicht  ohne  weiteres  zutage.  Aber  die  im  näch- 
sten Paragraphen  enthaltene  zweite  Fortsetzungsraethode  wird  zeigen, 
daß  ^(s)  für  <5  >  0  nur  den  Pol  s  =  1  hat,  d.  h.,  daß 

und 

für  (?  >  0  regulär  sind. 

§  43. 

Zweite  Methode  der  Fortsetzung  von  g(.s')  bis  zur  Achse  des 
Imaginären  und  Beweis,  daß  (s— l)g(.s')  für  <y>0  regulär  ist. 

Für  s  4=  1  und  alle  ganzen  v  ^1  ist 
■^1  l  du       t  du 


/du /  du 


w  =  1  « 

Wenn  ö  >  1  ist,  ist 

lim  -. — j— TT — ,  '  =  lim  -. — r^r— -r 

=  0, 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  11 
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also 

,  =  ^(r+  1)*-' 

Dir    rechte   Seite    von  ( 1 )   bat   also    für    v  =  oo    den  GreuzMert  ,  : 

s  —  1  ■ 

daher  ist  für  (J  >  1 

^    »  +  i 


^  J  «'   ~  s  —  1  ' 


(1=1  II 
diese  Gleichung  werde  gliedweise  von 

v  =  l 

subtrahiert.     Das  ergibt  für  ö  >  1 

-^')         s(')-.-.-i-i'(^-/i:> 


Nun  liefert  die  partielle  Integration 

r,u  —  n)  d  u  u  —  n        Cd  u 

also 

n  +  1  H  +  1 

S 


C{u  —  n)du  1              Cdn 

n  H 

II  +  1  n  +  l 

1              1  dii  I  (t(  —  H)  d it 


Aus  (2)  ergibt  sieh  also  für  ö  >  1 

oe     n  +  1 


CA 


u.) -,:,-! --.2'/^^^" 


Ich  behaupte  nun,  daß  die  unendliche  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
von  (3),  deren  Glieder  gewiß  für  (?  >  0  reguläre  F'unktionen  sind'',  für 

1)  Das  allgemeine  (Jlieci   mal  —  s  ist  ja  für  x  4=  1 
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jedes  .s  mit  reellem  Teil  (?  >  0  konvergiert,  und  zwar  in  einer  gewissen 
Umgebung  jedes  solchen  .S'  gleichmäßig.  Damit  wird  dann  bewiesen 
sein,  daß  . 

für  a  >  0  regulär  ist;  deun,  da  die  Summe  rechts  in  (3)  dort  regulär 
ist,  so  ist  es  auch  ihr  Produkt  mit  —  s.  Damit  ist  dann  bewiesen, 
daß  ^(.5)  mindestens  für  (?  >  0  mit  Ausnahme  des  Poles  erster  Ord- 
nung 6  =  1,  wo  das  Residuum  1  ist,  regulär  ist. 

Die  Behauptung  über  die  Summe  in  (3)  folgt  unmittelbar  daraus, 
daß  für  <3>Ö  (d  >  0) 

;i  +  1  [  w  + 1 


w'  +  i        i=J      Iw^  +  M 

«  n 

n  + 1 


ist,  wo  rechts  das  von  s  unabhängige  allgemeine  positive  Glied  einer 
konvergenten  Reihe  steht. 

(3)  läßt  sich  auch  so  schreiben: 


w  =  l 


0 

oder  natürlich   auch   olme  Anwendung   der  Integralabkürzung  für  die 
elementaren  Funktionen 

CO 

(3),  (4),  (5)  stellen  also  ^(s)  für  6>0  (exkl.  5=1)  dar. 

bzw.  für  .s-  =  1   der  Limes  hiervon 

«  +  1 


1  /a  u  1  n  -\-  1 

f  1  ~ .  /  ^  ^  »T-f  1  ~  "^^  ~ir' ' 


n-\- 

II. 

also  ist  das  allgemeine  Glied  mal  —  .s  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  s; 
da  diese  für  s  =  0  verschwindet,  ist  natürlich  auch  das  allgemeine  Glied  eine 
ganze  transzendente  Funktion. 

11* 
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Die  Einführunij  der  Inteorrale  hatte  hisber  uamentlicli  den  Vor- 
teil,  daß  mit  ihrer  Hilfe  der  Nachweis  der  Konvergenz  der  Summe 
besonders  leicht  geführt  werden  konnte. 

Es  ist  für  diesen  dritten  Teil  des  Werkes  unerheblich,  ob  ^s) 
über  die  Achse  des  Imaginären  fortsetzbar  ist  und  ob  es  bei  freier 
Bahn  eine  eindeutige  Funktion  ist.  Es  hat  eben  im  folgenden  ^(s) 
für  (7  >  0,  .*?  4=  1  den  eindeutig  bestimmten  Wert  zu  bedeuten,  welchen 
die  für  (J  >  1  durcli  die  Reihe 

00 

» =  1 

definierte  analytische  Funktion  bei  beliebiger  ganz  in  der  Halbeliene 
(?  >  0  verlaufender  (und  natürlich  den  Pol  1  vermeidender)  Bahn  im 
Punkte  s  annimmt.  Dieser  Wert  wird  z.  B.  durch  die  Formeln  (3), 
(4),  (5)  dargestellt. 

Ich  behaupte,  daß  bei  der  in  der  Umgebung  von  s  -=  1  (mindestens 
mit  dem  Radius  1)  gültigen  Entwicklung 

Cq  die  Eulersche  Konstante  ist,  d.  h.,  daß 
ist.     In  der  Tat  ist  nach  (3) 

n  —  1      \  „  / 


=  Hin 

X  =  Bit 


2:-ß:} 


Aus 
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folgt  weiter,  mindestens  für  0  <  ^s  —  1  j  <  1, 
also  für  hinreichend  kleine  \s — 1|  (exkl.  6'=1) 


r« 

(.-1). +  *-'+■•■ 

m 

.-i+'^+-- 

d.  h. 


=  -  ^1-  +  ^  +  A (^  -  1)  +  A(^  -  ly  +  •  •  •, 


§44. 

Darstellung  von  $'(s)  für  d  >  0. 

Da  in  der  Umgebung  jeder   Stelle   des   zusammenhängenden  Ge- 
bietes (?  >  0,  s  =1=  1   clie  unendliche  Reihe  in  den  Formeln  (3),  (4),  (5) 
des  vorigen  Paragraphen  gleichmäßig  konvergiert,  darf  man  gliedweise 
differentiieren  und  erhält  für  (?  >  0,  s  ^  l  aus  (5) 
1 


(1) 


?'('■)=-  (.-1). 

oo 

_L  Vf     ^ogQ^+i) i_  / 1 L."! 1    /iog(w+i)    iog»^\] 


(i  =  l 


Es    empfiehlt    sich,    auch    das    allgemeine    Glied    dieser  Reihe    in 
Integralform  darzustellen.     Es  ist 


/      udu  f'ulog{n-\-ii)du  C 


udu  u\og(n-\-ii) 


+  /  7 — f — ^  ( los  ('*  +  m)  -\ ^ ) 

■u  log  (w  +  m)        /log  (w  +  ^«)  1 

■ii\og(n-\-u)  1      log(n-j-t<)  1       I      du 

1  +  i^"T  J  ö 


«t  log  (n  -f  ^t)  1      log  (w  +  ^)  1  1 


(w  +  %)«  s—l{n-\-  v)' - 1        (s  —  1 ) ^  (n  +  uY " ^ ' 
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also 

n+l  n+1                                                        1                                           t 

/[u  —  n)rf»  i  {>(  —  ujlogudti  /       II du  j  n  log '^ji-\-u) du 

n  n                                                        (10 

(n  +  l)"  s— l\(n+l>-i         «'-i/        (s  — 1)-  Vx  +  l)«-!        n'-^j' 

was   mit  dem  allgemeinen   Gliede   der  Summe   in   (1)   übereinstimmt. 

Daher  ist  für  (J  >  0,  s  H=  1 

n+l  n+l 


(2) 


...  _  1  ,    '^Z  _  r{u  —  n)du  flu  — n)  log  u  du  \ 


Das  allgemeine  Glied  dieser  Summe  ist  die  durch  formales  Ditferen- 
tiieren  nach  s  gebildete  Ableitung  des  in  der  Formel  (ß)  des  vorigen 
Paragraphen  auftretenden  Ausdrucks 

m  +  l 


Um  dem  Leser  die  Betrachtungen  über  die  Differentiation  eines  kom- 
plexen  Integrals    nach    einem    Parameter   7AI   ersparen,    habe   ich   den 
längeren,  aber  elementareren  Weg  des  Textes  eingeschlagen. 
Da  die  in  (2)  auftretende  Summe 

00        /         "  +1  \ 

•^  /  _  Hu  —  n)du  \ 

2j\J    -'-'  ) 

/< = 1  \  „  / 

für  sich  konvergiert,  kann  auch  geschrieben  werden: 

Natürlich  darf  hier  für  ö  >  0,  s  =4=  1  l)eliebig  oft  Aveiter  ditferentiiert 
werden;  doch  brauche  ich  diese  Formeln  nicht. 

Beweis   des   Nichtverschwindens    der   Zetafuuktiou    auf  der 

Geraden  «>  =  1. 

In  §  41   war  bewiesen  worden,  daß  i;(.s)  für  ff  >  1  von  Null  ver- 
schieden ist.     Dazu  kommt  nunmehr  der 
Satz:  Es  ist  für  /  ^  0 
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d.  la..  die  Funktion  ^5)  hat  auf  der  Geraden  6=1  keine  Null- 
stelle. 

Beweis:  Ich  gehe  von  der  für  (7  >  1  gültigen  Darstellung 


2J- 


t{s)=^" 


aus.     Für  £  >  0,  t^O  ist 


< 


(1)  e(l  +  f  +  ti)  =  ^' 

und  speziell  für  £  >  0 


V i 

n,  «OT  (1  +  f  +  <  i) 
p,m  '"V 


2J- 


„m  (1  +  () 


(2)  e(l  +  ^)  =  e^''"™' 

Wenn  auf  beiden  Seiten  von  (1)  der  absolute  Betrag  genommen  wird, 
so  ergibt  sich  wegen 

00  I  CD 

2J«n   I  3^2/«» 


=  e 


n-  t 


und 


die  Gleichung- 


«R 


m  (l  +  £  +  <  /) 


=  31 


cos  {mt  log p)  —  i  sin  {mt  logp) 


nip 


mp 


m(l  +  t) 


COS  (mt  log/?) 


mp 


m{l  +  f) 


(3) 


^(1+  £  +  ti)  :  =  e''' 


._,co8(;«<  logp) 
^^^«t  (l  +  f) 


also  auch,  wenn  2  f  statt  ^  geschrieben  wird,  für  £  >  0,  ^  ^  0 


(4) 


t(l  +  £  +  2U)\=e^'' 


lOOB  {2 mt  logp) 
-^     „,pm{l  +  e) 


> 


Nach  (2),  (3)  und  (4)  ist  für  £  >  0,  f^O 

"^3  +  4  cos  (m  t  log  p)  +  cos  (2  m  t  log  p) 

a(i+£))3|e(i+£+^i)re(i+f+2^i)  =e^'"' 

Da  für  jedes  reelle  (p 


„^pM  (1  +  f) 


3  +  4  cos  qp  +  cos  2  qp  =  3  +  4  cos  (p  -\-  2  cos^  (p  —  1 
=  2  +  4  cos  go  +  2  cos^  cp 

=  2(1  +  cos9))2 
>0 
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ist,  ist  im  Exponenten  jedes  Glied  ^  0,  also 

{ta  +  f))"  s(i  +  ^  +  ^Ol'i^a  +  s  4-  2h-)i^  1, 

(5)  e(l  +  f  +  ^OI^ T-^ 1- 

Nun  ist  für  f  >  0 

00 

«  =  1 

< '  +  /  „- 

also  für  {)  <  6  <.l 

ui + ^x :  • 

Dies  gibt,  in  (5)  eingesetzt,  für  0  <  £  <  1,  ^  ^  0 

t(l  +  £  +  #*)!  >  -^ ^ 

(6)  > T 

Aus  (6)  folgt 

m  +  ^  +  <o  I  ^ 1 


X 


CO 

2E*\Sil-{-s  +  2ti) 

Wenn  nun  /  ^  0  angenommen  wird  und  e  zu  Null  abnimmt,  so  kon- 
vergiert der  Faktor  i 

des  Nenners    der    rechten  Seite    von  (7)    gegen    den    endlichen  Wert 

t,(l +'2ti)\'^ ,    mag    derselbe    NulP^    oder    positiv    sein.      Wegen    des 

Faktors  e^  im  Nenner  wjichst  also  für  zu  Null  abnehmendes  £  die 
rechte  Seite  von  (7)  über  alle  Grenzen,  also  auch  die  linke  Seite. 
Daraus  folgt,  daß 

^(1  +  ^0  +  0 

1)  Da  der  Satz  J(l-f- '0=1=0  ^™  Moment  noch   nicht  bewiesen  ist,   ist  es 
nicht  ausgeschlossen,  daß  .^ri  -\-2ti)  =  0  ist. 
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ist;  denn  wäre  ^^^  ^  ^■^^  _  0^ 

so  wäre  bei  jeder  Annäherung 

also  insbesondere  für  positives,  abnehmendes  £ 

während  nach  dem  oben  Bewiesenen   der  Limes   nicht   existiert.     Da- 
mit ist  der  Satz  bewiesen. 


§  46. 
Obere  Abschätzungen  für  |$(«)|  und  |$  (v)]. 

Die  Ungleichung  (6)  des  vorigen  Paragraphen  dient  nicht  nur 
dazu,  den  letzten  Satz  zu  beweisen;  sondern  sie  bildet  eine  der  Grund- 
lagen beim  BeAveise  des  Primzahlsatzes.  Um  sie  weiter  zu  verwerten, 
soll  zunächst  der  Nenner  in  (6)  derart  vergrößert  werden,  daß  das 
Funktionszeichen  t,  nicht  mehr  darin  vorkommt.  Dies  geschieht  durch 
folgenden 

Satz:  Es  gibt  eine  absolute  Konstante^)  q,  so  daß  für 
l<&<,2,  t>2 

ist. 


1)  Im  folgenden  bedeuten  q ,  c, ,  •■■  positive  Konstanten,  welche  unab- 
hängig von  den  Variabein  in  den  betreifenden  Relationen  wählbar  sind.  Übrigens 
kann  jede  dieser  Konstanten  durch  jeden  größeren  Wert  ersetzt  werden.  Es 
kommt  eben  nur  darauf  an,  die  Existenz  einer  solchen  Konstanten  zu  beweisen, 
d.  h.  festzustellen,  daß  eine  gewisse  Funktion  der  Variabein,  im  Falle  des  Textes 
der  Quotient  ^  ^,     ,    ,  ■^  , 

log«       ' 

für  das   betreffende  Gebiet,    hier   für  l<ff^2,    t'^2,    endlich    bleibt.     Die   im 

Satz  auftretende  Zahl  2  bei  ff  <  2  sowohl   als   bei  i  ^  2   könnte   übrigens   durch 

jede   andere   Größe  >  1    ersetzt  werden.     Der  Wortlaut   des   Textes  genügt  mir 

gerade.     Wegen  ,  ^.     ,_,...       ;  <.  ^  v  , 

^  ;  ^{0  -\.tl)\  =  I  J(ö  —  tl)  I 

folgt  aus  ihm  noch  unmittelbar,  daß  für  l<ff<2,  i<  — 2 

'^{a-\-ti)\<c,\og{-t) 
ist. 
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Beweis:    Es  ist  uach  i?  415,  (?»)  uiul  [h)  für  a  >  0,  .s  =4=  1 

11  =  1 
wo 

n  +  l 
(1)  fn{s)--sj'       -^,- 

n 

ist. 

Ich  nehme  ^  ^  2  an  und  wende  für  n  =  1,  2,  •  •  •,  [t\  den  Aus- 
druck (2),  für  alle  folgenden  )i  den  Ausdruck  (1)  von  f„{s)  an.  Dann 
ergibt  sich 

n  =  1  ^  '  H  =  1 

00  »1  +  1 

^1       /*(«  —  n)du 
~'^     J  ~u'^' 

n  =  1  L  J    1       /  „  _  ^  ^  ^    '-^ 

f  +  1  oc  H  + 1 

n  =  1  »i  =  <  +  1  „ 

Aus  (3)1^  folgt  für  1<  (?  ^  2,  /  ^  2 

» = i  ?i = ^ + 1  „ 

^  +  1  oc  ;l  +  1 

n  =  1  « =  /  r  1    „ 


':/"'" 

i']+i 


1)  Für  eine   si^äteie   Anwendung  ist  es  wichtig,    zu  beachten,   daß    in  (3) 
natürlich  statt  t  irgend  eine  von  s  unabhängige  Zahl  >  0  stehen  könnte. 
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1  t 

=  l+i  +  logM  +  i  +  2 

<  4  +  log  ^ 


also 


\l{s)\<  erlogt, 
wenn  nur 

^.  ä  4,  + 1 

angenommen  wird. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Er  gestattet,  aus  der  Relation  §  45,  (6) 


> 


i e(i  +  6  +  ^0 1> T       (0 < £ ^  1,  ^ ^ 0) 

für  0<£^1,  t~^2  weiterzuscliließen: 

\l{\J^e  +  ti)\> 


2Ci  log*  (2  0 

(4)  >^^- 

C^  log^  t 

Für  einen  späteren  Zweck  soll  analog  für  \i'(s)\  eine  obere 
Schranke  hergeleitet  werden.  Diese  muß  sich  sogar  auf  ein  Gebiet 
beziehen,  welches  "über  die  Gerade  6  =  1  hinüberreicht. 

Satz:    Es  ist  für  f  >  3,  1  -  ,  \  <  <?  <  2 

—     '  log*  =^ 

\X{s)\<c,\og't. 

Das   Gebiet   ist   nach   unten   von    einem   Stück   der   horizontalen 

Geraden  ^  =  3  begrenzt,  nämlich  von   dem  Stück    1  —  i^  o  ^  ^  ^  -; 

rechts  von  dem  Stück  /  ^  3  der  vertikalen  Geraden  6  =  2,  links  von 
der  Kurve 

Jog^'        — •     ' 
welche  die  Gerade  6  =  1  zur  Asymptote  besitzt. 
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wo 


Beweis:    Es  ist  für  ö  >  0,  s  =h  1  nach  §  44,  (1)  und  (2) 

00 

«  =  i 
(ÖW/  r.^  =  _^°^^"  +  ^^-       ^       / ^ i-\-     ^     /log(n+l)_logn\ 

n  +  1  n  +  1 

/,^s  /'((t — »V/m    ,        /*(«  —  n)\osndu 

(ö)        =-j     ,,.,     +«j— ^:rr-^ 

"  " 

ist.  ^  werde  ^  3  angenommen.  Ich  wende  am  Anfang,  bis  n  =  [t], 
für  //„(s)  den  Ausdruck  (5i  an,  von  n  =  [/]+!  an  den  Ausdruck  (6). 
Dadurch  ergibt  sich 


is 


-ir2j{(u+ir-'    «*-v 


n  =  l 

«  +  1 


OO  H  +  l 


1      ■^^/log  (h-}-1)       log»\        ■%rT      /'(m — h)  rf«t    .     /STT      pu  —  n)\ogudu 

n  =  1  »  =  «  +  !'„  »  =  f  +  1  *; 

1 -ylog(»+l)  1        /  1 .\ l_log(W+_l)     , 


00  «  +  1 


00  «  +  1 


"^^      C{u  —  w)  da  ^^      C(u  —  n)  log  u 


(2ti 


'  +  1 


log/i 


'yjlog 


1     log([(]  +  1) 


00  7J  +  1 


{s-i)\[t\+ir-^   5-1  ([i] 4-1) 


1-1)       '^      r{u  —  n)du 


n  +  l 


also  *) 


+  '2/"^^ 


wdtt 


a) 


r(.)i^j!^5^+,-^ 


/(  =  <  +  !   n 
1 


+  **  (M  +  1)"- '  "^  V((;-l)*+t'  ([«]  +  1)"-  ^ 


+1  ./•;::. +i/<^^/'i-f- 


7i  =  f  +  1    ;j 


1)  In   der  vorangehenden  Relation   könnte  statt  t  irgend   eine  von  s  unab- 
hängige Zahl  >0  stehen. 
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Wenn  nun 

loff  t 


ist,    so    ergibt    sich    einzeln    für    die    fünf    Glieder    auf    der    rechten 
Seite  von  (7): 


also 


'+1  t+i 

log  n  ^  ^^^     log  n 


y.  ^  log  n  ^  "^     log  n 

w  =1  n  =  1      ■j^        log 


n  =  l      fi       log« 


^  log  (^+1)2' 


«  =  1    n      log  < 

1 
log« 


n 


n 


t  +  i 


n  =  l 
1  '  +  1 

<iog(^+i)(^+iy«^'(i+y^;) 


log(<+l) 


<l0g(^+  1)6     1°^'      (1  +l0g(^+   D) 

~  log  ^  •  e  •  log  ^, 


t  +  i 

I  log  OT 


71 
n  =  l 


o\  __j'^ ^^ <-  jL ^ 


1 


<|5 


<c,log2^. 
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4) 


Qx  1  log(W  +  l)  ^  i    log(*+l) 


<]\og{t  +  i)(t  +  iy'^^' 


"^     t 

<f,;l0g2f. 

CO  ;i+l  00  «  +  1 


='+1    ^  «='+1     «        « 


d« 


1 
log « 


m  +  1  «'   '"«' 

00 

du 


1 

1  1 


1      ,  A 

gt   t 

1  e 


*       logt     i      '°^' 


log  3 


<  C;  log-  i  . 

ö)    1/«' + '^2"  "fe"  <  '^  +  '^i"  /%!: 

n  =  t^\\         "  «  =  '+!„        ,;      log' 

r      .."     los 


*log  !/  f/  « 
< 

5g  < 


=  2(/-    -    A°?'       ,  + 


1  \-,;.,    /,      I  \''-,;„ 


<2(  ('•■';*"  +  ';•) 


<  'i,.  log ' 
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Zusammengenommen  liefert  also  (7) 

r  (S)  I  <  C,  l0g2  t  +  C,  l0g2  t  +  C,  l0g2  t  +  C,  l0g2  ^  +  Cjo  log'^  /, 

also 

(8)  \^'(s)\<c,logU 

für  f  >  3.  1  —  ,        <  (?  <  2,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 
=     '  logt  —      — 

Satz: 'Für  /  >  3,  -  /     <  £  <  1   ist 

—    '        log  i  —     - 

(9)  IUI  +  £  +  ^0  -  Ul  +  ^0  i  <  Cs^\logH. 

Beweis:  Es  ist  für  jene  t,  e  bei  geradlinigem  Integrationsweg 

1  +  1  + ti 
^(1  +  s  +  ti)  -  ti'i^  +  ti)  =J^\s)ds 

1  +  ti 

l  +  f 

1 

weil   ö  dabei   zwischen   1  —  j     ^  und  2  liegt,   ist  nach  (8)  in  jedem 
Punkt  des  Integrationsweges 

\^\ö-\-ti)    <c,log'f', 

also  ergibt  sieb,  da  die  Länge  des  Weges     e  \  ist, 

^(1  +  e  +  ^0  -  g(l  +  ti)  [£c,\s  log-^^. 

ü.  h.  es  ist,  wenn  man  das  Ergebnis  (9)  für  positive  und  nega- 
tive €  einzeln  ausspricht  und  im  letzteren  Falle 

s  =  —  r] 
setzt, 

(10)  g(l +  £  +  ^0-^(1+^0   <Cs£logH         für^^3,0^£<l, 

(11)  e(l-7?  +  ^0-Kl+^0   <CsV^ogU         mrt^3,0£y^^~^y 

Aus  (11)  folgt  noch,  da  nach  dem  ersten  Satz  dieses  Paragraphen 
für  1  ^  (J  <  2,  t^2 

(12)  \t(s)[<c,\ogt, 
also  speziell  für  ^  ^  3 

^1  +  ti)    <c,\ogt 

ist,  für  t  ^  3,  0<rt£^^ 
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\i{\  -  7;  +  /oi  =  1  aa  -n-v  ti)  -  ta  +  ti))  +  ui  +  ^0  i 
^  I  g(i  -  7;  +  f  0  -  ?:(i  +  ti)  +  u(i  +  ^0 1 

<C3  7;log2/  -t-r,  log/ 

^CglOgZ    +    CilOg/, 

also  in  Verbindung  mit  (12)  für  ^^3,1—,      ^^^^^^ 

it(s)|  <Ciilog/. 

Natürlich  könnte  dies  auch  direkt  durcli   die  Beweisniethode  erhalten 
werden,  welche  bei  beiden  Sätzen  dieses  Paragraphen  angewendet  wurde. 


Da  für  0^2,  t^O 


m^2l 


H=   1 

=  ^12 


und 


m\<X 


71  =  1 


ist,  so  kann  das  Hauptergebnis  dieses  Paragraphen  auch  so  geschrieben 

werden:  Für  /  >  3,  <5  >  1  —  ,    -      ist 
=    '      =  logt 

\t{s)\<c,,logt, 
(13j'  \t'(s)\<c,rAo^t, 

also  auch  für  s^  =  0^^+ ti,  «,,=  öo  +  //,  /^  3,  <?i  ^  1  -  j^_  ^,  ^2^  1  —  jog  t 

<  (?2  — (?i !  Ci- log-/. 

§  47. 
Untere  Abschätzungen  für  |s (•'>')  | 
Aus  der  Relation  (4)  des  vorigen  Paragraphen 

(1)  e(i  +  *  +  ^oi>--A'-     (o<£^i,  f^2) 

Cj  log^  t 
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folgt  in  Verbindung  mit  der  Relation  (10) 

daß  für  0  <  £  <  1,  ^  ^  3 

,^(1  +  ^0 1  =  e(i  -f  f + ti)  -  aa + £  +  ti)  -  ta  +  m  \ 

^     til  +  S-h  ti)  !  -  i  ^(1  +  £  +  ti)  -  e(l  +  ti) 

> T     -  ^3  «  log-  t 

c,  log '  t 

Co  log '  i 

ist.  Die  nur  nach  unten  beschränkten  Konstanten  Co  und  c.^^  sowie 
alle  späteren  c  können  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  >  1  an- 
genommen werden.^)  Ich  wähle  nnu  für  jedes  ^  ^  3  den  speziellen 
Wert 

_J. \^ 

2c^c^log'^  t. 
1 


2'eicnogH' 


der  wirklich  zwischen  0  und   1  gelegen  ist.     Dann  ergibt  sich,  da  die 
Klammer  in  (2) 


wird. 


1  9- 

=  1  -CiC-s ^^ogi  t 

2e.,  Co  log*  t 


i(i^-ti)\>        '  ' 


(2c,CslogM)       c^logM 


was^)  viel  präziser  ist  als  die  früher  festgestellte  Tatsache  des  Nicht- 
verschwindens  der  Funktion  t,  {s)  auf  der  Geraden  6=1. 

1)  Natürlich  kommen  sie  noch   viel  größer  heraus,  wenn  man  die  vorigen 
Rechnungen  numerisch  verfolgt. 

2)  Wenn  man   eine  für  alle  t  -^  0  gültige  Formel  haben  will,  brauchte  man 
nur  statt  log  i  einzuführen:   log  (2  -j-  \t\). 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  12 
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Aus  (3)   in   Verbindung   mit   «Icii    Uolationen   (10)   und   ill)   des 
ij  46    fül<i;t   nunmehr   für  /  ^' •»,   1  —  „  ,     „,<(><1  -1-  ,     .. 

^(  (J  +  ^0    -    S(l  +  /?)  +  (^(Ö  +  //)  -  ^  1  +  ti))  \ 

(■^)  =2c,ciog'r 

Für  ^  >  ;i,  1  +  ,       \     ,    <  (?  <  2  ist  nach  (\) 


f,  log  '  ^ 

• 

(2036,6)"  c,  log'« 

(5) 

für  /  ^  a,  0^2  ist 

1 

c,v  log'«  ' 

äe"--'"' 

1 
C18 

(6) 

>^;rog'r 

(4),    (5)    und    (6)    besagen    zusammen,    wenn     ^c^c^f^  =  'jy    und 
Max.  (2r^e,  r,7,  Cis)  =  r«,,  gesetzt  wird:    Für  t^o,  <?  ^  1  -  ^  ^  j^^,^   ist 

!^(^)    >c.„l'oi^' 
als(j  insbesondere  in  diesem  Gebiet  t,{s)  von  Null  verschieden. 


%  48.    Folgerungen  über  ^^  • 
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§  48. 
Folgerungen  über  ^ , .  • 


Für  ^  >  3,  0  >  1 


rigen  Paragraphen  in  Verbindung  mit  §  46,  (13) 


ist  nach   der  letzten  Formel  des  vo- 


r(s) 

.C(s) 


t'isy 


1  j 


<(\,logH-c,^,\og't 


Cn  log^^- 


Da  sieh  t(ß)  im  Rechteck  |<(y<l,  0<^<3  mit  Ausnahme 
des  Poles  s  =  1  regulär  verhält  und  auf  der  rechten  Begrenzungslinie 
keine  NuUstelle  besitzt,  so  gibt  es  eine  Größe  c^g  >  1  derart,  daß  im 

Rechteck  1  —  ^^    <a  ^l,  0^t<'d   (inkl.   des  Randes)   keine  Null- 
stelle  gelegen  ist.    A  fortiori  liegt  also  im  Rechteck  1  —  — 2^-93  ">  <?  ^  1? 

0  <  ^  <  3  keine  NullsteUe  von  t,{s),   d.  h.  abgesehen  von  5=1  keine 

t'  (s) 
singulare  Stelle  von  ^ ,     •     Der  Punkt  s  =  1  ist  ein  Pol  erster  Ordnung 


.?(«) 


r( 


von  ^(s),  also  ein  Pol  erster  Ordnung  mit  dem  Residuum  —  1  von   ,-, , 

Es  werde  die  größere  der  beiden  Zahlen  c^^  und  c»^  mit  c  be- 
zeichnet, C21  Jßtzt  kurz  mit  h.  Dann  ergibt  sich  aus  allem  bisherigen 
als  Hauptresultat  der 

Satz:  Die  Funktion  ^(s)  verschwindet  nicht  in  dem  Teil 
der  Ebene,  welcher  rechts  von  der  stetigen  Kurve 

1 
clog^t 

1 
clog®3 

1 

c\og^{-t) 

liegt,  inkl.  der  Kurve  selbst,  und  es  ist  für  ^  ^  3,  ö  ^  1 

(2) 


(1) 


(5  =  1  - 
6=  1 
ö=  1 


für  t  ^  3, 

für  -  3  <  i^  <  3, 

für  ^  <  —  3 


clog^t 


^m  <'''""''■ 


Mit  anderen  Worten:  Die  für  (>  >  1   durch  die  Reihe 


-2 


A  («) 


12* 
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dargestellte  Fuuktiüu 

ist  auf  der  Kurve  (1)  und  rechts  davon  bis  auf  den  Pol  erster 
Ordnunj;   5=1    mit  dem    Ixesiduuni   —  1    rosulär    uud   <2;enügt 

der  Relation  C2)  für  f>i\,   a>l—    ,     „  • 


Zwölftes  Kapitel. 

Beweis  des  Prinizahlsatzes  und  der  seliärfereii  Abscliätzuiigeii 
für  die  Piiiüzalilmeiige. 


§  49. 
Berechnung'  eines  speziellen  Integrals. 

Mit  Hilfe  des  CauchyBchen  Satzes  soll  nunmehr  eine  wichtige 
spezielle  Integralformel  bewiesen  werden,  welche  alsbald  Anwendung 
finden  wird. 

Es  sei  /r  eine  reelle  Konstante  uud  es  werde  das  Integral 


/ 


e 
.,  ds 


über  ein  beliebiges  Stück  der  Geraden  s  =  2-\-fi  von  2-\-ai  bis 
2  +  6/  erstreckt.  Der  Integrand  hat  im  Punkt  s  =  0  einen  Pol  zweiter 
Ordnung  mit  dem  Residuum  /r  und  ist  sonst  überall  i'egulär.  Das 
Integral  2^^^^. 


2  +  ai 


hat    also    gewiß    einen    Sinn.      Ich   behaupte,    daß    es    für   a  =  —  cx), 
6  =  00  einen  Limes  hat.  d.  h.,  daß 

2+00/ 

ds 


j(.'o)  =/^; 


konvergiert.     Dies  folgt  unmittelbar  aus 

e""  \  _     e^"' 
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da 

dt 


r  dt 


4  +  i''' 

—  CO 

konvergiert. 

Der  AVert  des  Integrals  c/(«)  bestimmt  sich  durch  den 
Satz:   1.  Für  w  <.0  ist 

J{iv)  =  0. 
2.  Für  w^O  ist 

J(«')  =  2jciiv. 

Beweis:  Ich  setze  bei  positivem  T 

2  +  ri 
2-  Ti 

dann  ist 

J(;w)  =  lim  J{tv,T). 
r  =  oo 

1.  Es  sei  w<iO.  Ich  wende  den  Cauchyschen  Satz  auf  das 
Gebiet  an,  welches  von  der  Strecke  2  —  Ti  bis  2  +  Ti  und  dem  über 
ihr   als   Durchmesser   nach   rechts  beschriebenen  Halbkreise  begrenzt 

ist.     Da  in   diesem  Gebiet      .,    regulär  ist,  ergibt  sich 

•2  +  Ti 

J'*    WS 

2-Ti. 

WO  rechts  der  Halbkreis 

8  =  2  +  Te'r%  -  f  ^  9^  ^  f 

gemeint  ist.     Die  Länge  dieses  Weges  ist  ttT,  der  Integrand  in  jedem 
Punkte  des  Weges  mit  Rücksicht  auf  (?  ^  2,  \s\^  T  absolut  genommen 


2w 
<            • 

daher  ist 

• 

,/(^^•T)|^4'^', 

also 

J'(«0  =  lim  Ji^w,  T) 

T=oo 

=  0. 

2.  Es  sei  w  ^  0.     Ich  nehme  T^  2  an  und  wende  den  Cauchy- 
schen Satz   auf  das  Gebiet  an.   welches   von  der  Strecke  2  —  Ti  bis 
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2  +  J'i  uud  dem  über  diesem  Durchmesser  nach  links  geschlagenen 
Hall)kreise  bogrenzt  ist.  In  diesem  Gebiet  liegt  der  Pol  5  =  0  mit 
dem   Residuum   ic:  daher  ist 


2  4-  Ti 


Ce"' 


1'-  7/ 

WO  die  Integration  sich  auf  den  Halbkreis 


,-  =  2  -f  7'e"",  7  >cp> 


bezieht.     Die  Länge   dieses   Halbkreises   ist  nT,   der   absolute  Betrag 
des  Integranden  wegen  a  <i2,  \s\'^  T  —  2  gleichmäßig 


<  • 

=  (r— 2)*' 
dies  gibt 

Tte      ■'- 


J{iü,  T)  -  2nitv  I  <  (yn  2)* ' 

J{n-)  =  lim  J(?t^,  Tj 


=  2  7t  hü. 

Aus  dem  bewiesenen  Satz  folgt  nachträglich  für  J(^ii',  T)  eine 
noch  genauere  und  für  alle  7'  >  0  gültiefe  Abschätzung,  als  unterweors 
gefunden  war.     Es  ist  nämlich  für  alle  iv  ^  0 

2+OOf 


/t-  -  </':: 


'•2+Ti  ■     T 


T 


ebenso 


•i—Tl  —1 


also 


e 
T 


J(«-)-JOr,  7')|<'C. 


d.  1 


2e 


,2  ((-■ 


(2)  J(«-,  T)  -  2%-nv  i  <  ^  y'"     für  iv  ^  0. 
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Der  bewiesene  Satz  läßt  sich  auch  in  folgender  Form  schreiben. 
Wenn  für  y  >  0 

y  =  e"' 

gesetzt  ist,  wo  tv  den  reellen  Wert  von  log?/  bezeichnet,  so  ergibt  sich 

'^'       r  =  0  für  0<y^l, 

^Vyj         ^  =  ^ogi,     für  l<y, 

und  (1),  (2)  liefern  (wegen  7t  >  1),  falls  T  >  0  ist, 

I  •2  +  ri 

(3)  \L,ß'''<'r     f-0<y^l, 


2-Ti 


(4) 


-   -.  I  ^4  ds  —  logw  i  <  ^     für  1  <  y. 

2-7'/ 


Eine  komplexe,  von  T  und  ^  abhängige  Zahl,  deren  absoluter  Betrag 
<1  rp  ist,  kann  mit 

0^'  =  @(r,?/)  ^' 

bezeichnet  werden,  wo 

0|  =  |0(r,^)  <i 


ist.     Also  ist  nach  (3)  und  (4),  wenn  T  >  0  angenommen  wird, 

1   'a'^        \  =  ®(T,y)^  mrO<y£l, 

'  ^   ds 


2nU  .-^         l=logy+@(r,^)^     für  ./>1, 


wo 

I0I<1 

ist. 

§50. 
Darstellung  von  ^  A{n)  log—  durch  ein  bestimmtes  Integral. 

n  =  l 

X  bezeichne  eine  beliebige  positive  Zalil,   die  nicht  ganz  zu  sein 
braucht.     Die  für  (?  >  1   gültige  Gleichung 


1S4 
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werde  mit    '.    multipliziert: 

.S" 

(1)  -K^lj^-^y-i''':- 

»  =  1 

Auf  der  gertuUiuiiicn  Strecke  a  =  '2,  —  T  <^t  <.  T,  wo  T>  0  sei,  ist 
die  Keihe  aui'  der  rechten  Seite  von  (1)  gieichmäBig  konvergent,  da  dort 

|ic*^(n)j a;'     A{n) 

's-     n*  4  -\-  t-    )i- 

ist.  Die  Keihe  darf  also  auf  der  geraden  Bahn  von  '2  —  Ti  bis 
2  +  2'/  gliedweise  integriert  werden;  dadurch  ergibt  sich,  wenn  gleich 
noch  durch  2:ti  dividiert  wird: 

2+r«  2  +  Ti    ^ 

_  1  f^:  ty)  j  _  __i  _  r  ^x^  A^^ 

'2-Ti  i-Ti    n  =  \ 

2  7tt  ^^      J  s^     n* 

i-Ti 

•2  +  Ti 


rt  =  l     ■2-Ti 


Nun  ist  für  n  ^  x 
für  n^>  X 


,1  =  1  '2-Ti 


=^^(n)2: .  /  --.ds 


>i 


0<y^^<\', 


nach   den  Relationen  (3)   und   (4)    des   vorigen   Paragraphen   ist   also 
in  den  Gliedern  w  =  1,  2,  •  •  •,  [cc\ 


i+Ti 


\iti,J        s 

2-  Ti 


ds-\ogl    <  ,,'!'..,, 


Tir 


in  den  Gliedern  «  =  [.r]  +  1,  L^]  +  -; 


ds   <  rj,^^^ ; 
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daher  ergibt  sich 


•2-Ti  «  =  1  I 

2  +  7'j  X  ■2  +  Ti 


2-Ti  7i  =  x  +  l  2-Ti 


<2An)" 


Tn' 

w;         x^    n^ 

Da  die  rechte  Seite  von  (2)  für  T  =  oo  den  Limes  0  hat,  ist  also 

2  -  Ti  "  =  1 

Es  kann  dafür  einfach 

X  2  +  ooi 

>  ^( w)  log-  =  —  — -.  /  --,  ~(ds 

H  =  1  2  —  00  e 

geschrieben  werden,  da  das  Integral  rechts  wegen 

^  ^)  i  <-    _^^_  ^^jn) 
\  s'  ^(s)  1  =  4  +  t'jdl     n' 
konvergiert.  "  =  ^ 

Damit  ist  x 

n  =  1 

genau  durch  ein  Integral  mit  unendlichem  Wege  dargestellt.  Für 
das  Folgende  ist  eine  Näherungsformel  mit  Hilfe  eines  Integrals  über 
einen  endlichen  Weg  praktischer.     Es  folgt,   T  =  x^  gesetzt,  aus  (2) 

i  +  x'-i 


2  —  .T-  i  ;j  =  1  «  =  1 

^ A{n)\og^  =-  /  .  /^y$^5+  0(1). 
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^  öl. 
Anwendung  des  Caiichyschen  Integralsatzes. 

Ich  wende  mm,  a;  >  ]  3    angenommen,    tien    (_"auchy seilen    Satz 
auf  den  Inteijianden 

imd  den  geselilosseneu  integrations weg  ABCDKl'A  an,  wo 
.4  =  2-  x^i, 
5=2  +  xH, 

^^  ^  ^  ~7h^(x-)  +  -^"^ 

^='^-   clog«3    ~^*' 
TT  =  1 L r2; 

clog«(a;«)       '^  ' 

ist,  c  die  Konstante  des  §  48  bedeutet,  die  Strecken  AB,  BC,  DE, 
FA  creradlinig  sind,  CD  das  Kurvenstück 

0=1—  -f—  „-  ,     a:-  >  /  >  3 
c log^  < '  =    = 

und  EF  das  Kurvenstück 

clog»(— 0'  —     — 

bezeichuet. 

x'         .        . 

,   ist  in   diesem   Gebiete   und   auf  dem   Rande   regulär   und   hat 
*  /, 

für  s  =  1    den    von  Null   verschiedenen  Wert  x.      Die   Funktion  ^^,-4- 

ist  nach  dem  Satz  des  §  48  in  diesem  Gebiete  und  auf  dem  Kande 
regulär  mit  Ausnahme  des  innen  gelegenen  Punktes  S  =  1,  welcher 
l^ol  erster  Ordnung  mit  dem  Residuum  —  1   ist.   Also  ist  der  Integrand 

auf  dem  Rande  und  im  Innern  regulär  mit  Ausnahme  des  Punktes 
s  =  1,  welcher  Pol  erster  Ordnung  mit  dem  Residuum  —x  ist.  Die 
Anwendung  des  0 au chy sehen  Satzes  ergibt  also 
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A  B  C  D 

/•■  A 

K  F 

also  für  das  in   der  Schlußformel  des  vorigen  Paragraphen  auftretende 
Integral 

2  +  .T-  i  B 

J  s^  t{s)  '^'   J  s^-  m "'' 

-  x^  i  A 

J   s-    s(s)  ,/   s-    S{s)  J   S'    Us) 

F  K 

C  B 


(1) 


1.    Hierin  ist  zunächst,    da   auf   dem   Wege    ET),   dessen  Länge 


6  ist, 


1  ^ 


unterhalb  einer  von  x  unabhängigen  Konstanten  liegt  und  dort 


/v.       clog'3 


ist, 
(2) 


2.    Ferner  ist   unter  Berücksichtigung  der   Ungleichung   (2)    des 
§  48  und  der  Symmetrie  der  oberen  und  unteren  Halbebene 

B  F 

J   s'   ;{s)  .  ,1   s-  i;{s) 

2 

J  {G  +  x^iy-  ,<:(e  +  ,a3«i) 
1 

"clögV^) 


138  ^'II-    Bnrcis  des  Vrimuthhalzes. 


< 


M0ir»U«)j    /;1^,C16 


<h\og'{x'-)l'l] 

rf<? 

0 

_2^1og'-'(x-, 

n/log"^\. 

.->.    Unter    Berücksiclitigimg    derselben    Ungleichung    ergibt    sich 
außerdem 


1 

c  log'-'  < 


Oj  -  -^,       log^^fZ^I 

3 

/,.     clog'.'  I 


(4  j  =0\x\ 

3 

Von  einer  gewissen  Stelle  an  ist  , 

3  ^  e  j/logx  ^  ^2. 

a:  werde  oberhalb  dieser  Stelle  angenommen;  das  ist  erlaubt,  da  es 
ja  nur  auf  das  Verhalten  aller  dieser  Integrale  für  ins  Unendliche 
wachsendes  x  ankommt.      Das   Integral   in  (4)   werde   in   zwei   durch 

gKiogx  geschiedene  Teile  zerlegt;  dann  ergibt  sich 
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10 

]/loga; 


clQg'i  /    ^       Cl0g'<  /    ^       Clog'ü 


— '^i^dt=^ 

3  3 


|/loga- 


yioga; 


^  clog'(y'''S"-)         Idt     ,      /./i 


Cdt    rd_t 
J  t'  +J  t^- 

:j  10, 

yioga- 


OO  Oü 


<  ä;  '=i°g'"-'^  r^f  ^  r 


^         Tiog 


1   10, 

-  yiog^i- 
=  0\e    ' 


also,  wenn  dies  in  (4)  eingesetzt  wird, 

I      ^  I  '• 


F 


(5)  •  ^oyxe-V"'«^ 

in  der  Tat  ist  sogar 


1  10. 1  10^ 

yiog.c  —  yy 


j.^logO^ =  lim^ 


11. ^.^ 


=  lim~ 


r990„       C 


z  =  x      e 

2990g(j'°) 

=  lim" 
=  0. 
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(2),  (3)  und  ( 5)  ergeben,  in  (1)  eingesetzt, 

also  in  Verbindung  mit  der  Schlußformel  des  vorigen  Paragi-ai)ben 
^6)  ^J^n)  log  l=x+  0{xe-^'~^'^). 


11  =  1 


§52. 

Vorläufiger  Abkürzuugsweg  zum  Frimzahlsatz  ohne 
genauere  Restabschätzung. 

In  der  Schlußformel   (0)    des    vorigen    I'aragi-apheii    liegt   speziell 
das  nicht  triviale  Resultat 

(  •"' 

H  =  l 

enthalten.     Allerdings  folgt   dies   auch   leiclit    aus    der   elementar   be- 
weisbaren Formel  des  §  18 

X 

y^  yJ{n)  =  i^(ic) 
durch  die  für  x  ^  1  gültige  Transformation 

X  X 

^A[)i)  log'^  =^{^,^1)  -^{u-  D)  log|- 

7i  =  1  ?i  =  1 

X 

=^i^{n)  (log  l  -  log,4  i)  +  i'{x)  log^  1 
« =  1 

X 

(1)  =^i<>^)  log  (l  +  ,'  )  +  '^•(^•)  log  t^]^-T 

71  =  1 

=  oi;«->0(.r.log-^  +  ') 

n  =  1 

=  0(a:)  +  0(1) 
=  Oix). 


§  52.    Weg  zum  Fritiizalüsatz  olnie  genauere  Bestabschätzung. 
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Aber  es  ist  ganz  interessant,  umgekehrt  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  daß,  wenn  das  Ergebnis  des  vorigen  Paragraphen  in  der  Ge- 
nauigkeit X 

X 


H  =  l 


verwendet  wird,  Avegen 


iog(i+:)=:+o(i) 

aus  der  Identität  (1;  folgt  ^^: 

X  X 

»i  =  1  n  =  \ 

=2""::' + oi;«  log-,;. + o(*iog^- 1) 

« = 1  « = 1 

X 

(2)     2*^  =-  +  »(-)■ 

n  =  l 

Das  ist  für  uns  hier  ein  neues  Resultat,  welches  für  sich  allein 
gestattet,  elementar  zum  Primzahlsatz  weiter  zu  gelangen:  Es  sei 
Ö  >  0  gegeben.     Dann  ist  nach  (2) 


i/)(w) 


=  X  -\-  dx-\-  o{x  ■\-  dx) 


=  X  -\-  dx  -\-  o(x), 
also,  wenn  (2)  hiervon  subtrahiert  wird, 

x  +  d  X 

Nun  ist 


^      n 

II  =x-\-l 


X  -\-ö  X 

^      n 

n  —  x  +  l 


6  X 


<:  ti^{x  +  dx)  ^  ^ 


n  =  x  +  l 


X  +  ö  X 


^  n=x+ l 

1)  Die  triviale  Abschätzung 

ijji'n)  =  0{)i\ogn) 
(statt  0{n))  im  zweiten  und   dritten  Gliede  der  nächsten  rechten  Seite  genügt. 
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also  ist   wegen  ^' 
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^    n 

n  =  X  +  1 


log(l  +  <5)  +  o(l) 


^(^)(l0g(l   +  Ö;  +  0(1))  <dx-\-  0{X\ 

i'{x  +  ^^)(log(l  +  d)  +  0(1))  >dx-{-  o(x), 


folglich 
(3) 


(4) 


n^)f>^  log(i  +  *)-^o(i) 


log(l  +  5) 


il'(x  +  Öx)'^ 


log(i  +  d) 


X  +  o{x), 
X  +  o{x), 


oder,  wenn   iu  (4)  x  durch  ersetzt  wird, 


^(^)^waVd)i  +  d  +  '^(^-)- 


(3)  besagt 
für  alle  Ö  >  0,  also  wegen 


lim  sup      —  <  1     7.   ,— jx 
x=oo        a;         log(l  +  d) 


(6) 


CO 


(5 )  besagt 


lim , — Ti   |-^  =  1 
lim  sup  <  1. 

x  =  co  ^ 


liui  mt  -^^  > 


X    =log{l-\-ö)  1-j-S^ 
liminf'^^-^>  1. 


1)  Dies  folgt  aus  den  Relationen  {v,  ic  ganz,  ?r  >  v  —  1  ^  1) 

r  w 

<r^  =  iog  "'-, 


^; 


r-l 

U)  +  l 


V.    /^dtt         ,       »-4-1 

:>  I         =  lopf 


für  v  =  [.rj  -(-  1,  /(•  ==-  [x  4"  d-^'J  mit  Rücksicht  auf 

[a;  +  dx]~(l  +ä)[.t|, 
[^  +  '5-r]+l~(l  +  5)a.x]  +  l). 
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Folglich  ist  wegen  (6)  und  (7) 

lim^^^^  =  l, 

X  ' 

also  (vgl.  §§  LS  und  19) 

lim  -^      =  1, 

-..-^      ^ 

a;  =  <» 

logx 
Avomit  der  Primzahlsatz  bewiesen  ist. 

§53. 
G-enauere  Restabschätzung  toeim  Übergang  zu  tf?(,>r;)  und  d^{x). 

Ich  kehre  zur  Schlußformel  (6)  des  §  51 

X 

(1)  ^A  (n)  log  ^  =  :r  +  0{x  e-  '>  i°^ -) 

«  =  i 

zurück  und  setze 

das  ist  eine   für  a;  >  1    zwischen  0  und  1    gelegene   und  monoton  zu 
Null  abnehmende  Funktion. 

Aus  (1)  folgt,  wenn  (1  -\-  d).r  statt  x  geschrieben  wird, 

^  A(n)  log^^-^  =  x  +  dx^  0({x  +  ^^)e-'l^i^(^+'*^))  , 

n  =  l 

also  wesen 


{x  +  öx)e-  V^os(--c  +  i)x)  ^  2xe-  '^^•^s-'-' 


X  +  d  X 


^  A(n)  log^-+ -  =  X  +  dx  +  0{xe-'y'°s--) , 

H=  l 

X  X  +  d  .(• 

^A{n)  log'^t^^  +^  ^(w)  log^'^  =  ^  +  da-  +  o(a:6'-'viogx-)  ^ 

■«  =  1  ?i  =  a.-  +  1 

folglich,  wenn  (1)  hiervon  subtrahiert  wird,  wegen 

log  '''  ^/"^  -  log  l  =  log  (1  +  ö) 

X  .r  +  ()  ,r 

log(l  +  ö)^A{n)  +  2  Ai^n)  log^—  =  dx  +  0(xe-'y'-^--). 

n  =  i  n  =  .i-H-l 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  13 


194  XII.   Jlcneif<  f/cs  J'rniizdiilsdtzes. 


Hierin  ist 


.r  +  ,>. 


0  <  2" -A«)  los  ■■■+/-" 

n  =  .r  +  1 

H  =  .T  +  1 

=  log(l  +  (J)^^(w) 

x  +  öx 

<log(l  +  d)^log 


x  +  öx 

/( =  j-  + 1 


//  =  X  +  1 

=  log(l  +  ö)  \og{2x){yx  +  d^r]  -  \x\) 

<log(l  +  ^)log(2:r)(d.r+  1) 

=  0(log(l  +  tf)  log  (2  a;)  da;) 

=  Oiß'^xXogx); 
daher  ergibt  sich 

x 

logd  +  ö)^A{n)  =  bx  +  0(a;t'-''Wxj  ^  O(()^^:loga:) 

n  =  1 

=  d.r  +  (){6^x  logic), 
da 

g-  v\ö^  =  ,v  (^g-2  Kfogx  loga:) 
=  o{8r  h)g  a;) 
ist.     Ii-h  sehließe  hieraus  weiter: 

.  X 

n  =  1 

log  (1 4-  d)  \iog  (1  -f  d)      o  ; 

=  log(iVd)*+  0{öx\o^x). 


§  54.    Übergang  von  &(jc)  zu  nix).  195 


Nun  ist 


iL»;  (logTi TT)  - 1)  y  =  Jl^o   iog(i  + .)    T 


,_,  +  !_... 

1 

£ 

=  lim  i-~-- 

f  =  0     ^ 

1 

2? 

S 

\og{l-\-S)" 

=  1  +  0(d) 

ergibt 

xlj(x)- 

=  1  +  0{d{x))]; 

=  x+  0{dx)  +  Oidx 
=  X  -{-  Oißx  loga;) 

loga;) 

=  a,'+  OC^e-'^'^'^log 

•X) 

=  A-+  o(^e-'^i°g^), 

viel  mehr 

besagt  als 

das  Ergebnis 

il'(x) 

=  a;  +  o(j.-) 

des  vorigen  Paragraphen. 

Es  besagt  insbesondere  für  jedes  konstante  q 

lim^''^'''''(^(a:)-:r)  =  0. 

Von  ipix)  schließe  ich  für  d-{x)  mit  Rücksicht  auf 

iix)  =  ?t{x)  +  ^  (l/^)  +  ^(V^-)  +  •  •  • 
=  &{x)+  0{y  xlo^x) 


weiter: 


Aus 


^{x)  =  x+  0(xe-'^'''^j. 

§  54. 
Übergang  von  xh{x)  zu  :rt(x). 

^I^x)-x=  0{xe-'y'°^-') 


rs 


196  XII.    Beneh  ihs  PrimzultJsatzes. 

ergibt  sich  für  ./  ^  '2 

,  .  ^  '^^(/('  — -^(»  — 1) 
^  ^      ^j  log  n 

n  =  '2 

X  X 

^  "^     1 1    "^  •8-(»)  —  w  —  (^(n  —  1)  —  (n  —  D) 

.^j  log  w      ,^/  log « 

/i  =  2  ;i  =  - 

^log«^^^^^'^         Alog*/       log(n  +  l);^log2^1og([xI  +  l) 

H  =  2  «  =  2 

J  Iog?f  ^   ''  '      .Ä-/  /(log-7(    '        \      log.r 

X  Ja;  X 

^    JOgM     '  '  /      '  V  /      I  >  ' 

2 

Damit  ist  lur  jedes  q  bewiesen,  daß 

x  =  cc     ^     V  ?;/  '°&"- 

ist,  und  iiuu  hat  der  Leser  alle  in  i^  10  der  Einleitung  daraus  ge- 
zogenen Fol«,'eruugen  in  seinen  Besitz  gebracht,  insbesondere  die  Kette 
der  Relationen 

^  ^       logic  \log-.77' 

:t{x)  =  ,  +  1     «     -I   '^    1     -    ]  , 

^   ■        Joga;        log*.x-  Vlog'.r/' 
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p^x  P  =  3:  P  =  ^ 

^(^)  =  \ogx  +  log^  x~^  ^  ibg*^/  ' 

^   ^        log  a?        log:  X       log*  .r  \log  x/ 

usw. 


Dreizehntes  Kapitel. 

Folgerungen  aus  dem  Primzalilsatz  und  den  schärferen  Rela- 
tionen über  n:(x). 


§  55. 
Ütoer    y^^-^,    y^\  lind  Vl^(i>)  allgemein. 

Ich  will  nun  eine  Reihe  von  weiteren,  in  der  Einleitung  noch 
nicht  erwähnten  Folgerungen  aus  dem  Primzahlsatz  und  seiner  ge- 
naueren Fassung  ziehen  und  beginne  mit  einer  Verschärfung  der  in 
§  26  und  §  28  elementar  hergeleiteten  Relationen  über 

p  =  ^ 
und 

p^x 

die  damals  lauteten: 


2"°f  =  log^ + 0, 1) 


p 
und 


P'^X 

hierin  war  nach  §  36 


Es  ist  nun 


in  =  '1       ]> 


198     ^lU.   Folgerungen  aus  dem  Primzuhlsatz  und  den  sdiürferen  Belationen. 

X 

p  ^  X  rt  =  2 

"^  1         "^  {&{n)  —  n)  —  («•(»  —  1)  —  («  —  D) 

n  =  2  H  =  '.' 

=,og.+c-i+o(:)+io(-,.-'^"»")(:-„^.)+^o(-"r') 

H  =  2 


Hierin  ist  wegen 

-  |/log  «  /        1        \ 

»  \nlog*«/ 

die  Reihe 


konvergent;  genauer  ist,   wenn  die  Summe  mit  J)  bezeichnet  wird, 

\  log  u 


du 


/       yiognX  r>       y\ 

n  =  2  .r 

00 

=  D-\-Ofe-y'^dv 

log.r 

00 

log^ 

00 

=  D  +  0  {e-^'"'«\fe-'y^di^ 

logx 

daraus  ergibt  sich 

2"  !^  -  log  X  +  JS+O  (,;-'.'■-), 


also  für  alle  7 

flogp 


(1)        ^'"r-'°^^+^+«u'.) 


p = ^ 


§55.    Über^^^Y,^]^   und  ^F(j>)  allgemein.  199 


Der  Wert   der  Konstanten  E  ist  leicht   darzustellen.     Es  ist  für 
zu  1  abnehmendes  6^  nach  §  4H 


y^i  p"'-''         -^1     n* 

p,  m  n  =  l 


und 


wo 


und 

ist;  daher  ist 


H  =  l 

lim  f  1  (s)  =  ü 
«  =  i 

lim  £0  (5)  =  0 


lim    >  -  — s =  —  ■^'-'• 

n  =  1 

Nach  (1)  und  mit  Rücksicht  auf 

y^^=y--^  +  o(i) 


nebst 


ist 


m>2 


2l  =  log^+C+o(l) 
«  =  1 


p     s  .t 
m>2 


^-t'+2Ä,+"«' 


1' 


20ü     MU-   Folgerungen  aus  dem  Primzahlsatz  und  den  schärferen  Relationen. 


d.  h.  es  ist  die  Reihe 

yM^^A^^E-C  +  y    log;. 

71  =  1  P 

konvergent.    Xach  dem  Stetigkeitssatz  Dirichletseher  Reihen  ist  also 

\ogp 


p 

;f}"(/5  —  1)  • 


also  für  alle  q  infolge  (1) 

^     p  °  4^  p{p  —  l)  Vlog'^a-/ 

P  =  x  p 

was  sich  wegen 

^pip-l)      ^pip-1)'^       ^     "- 

/;  ^  .(•  />  ?i  =  X 

auch  so  schreiben  läßt: 

yM       logx-C+ol^)- 

^J  p  —  1  ^  \\og'x/ 

pSx 

Es  ist  sehr  interessant,  daß  die  beiden  Grenzwerte 

X 

n  =  1 

und 


denselben  Wert  haben. 
Für 


x  =  oo    ^  •*■"  -^ 


p  =  ^ 

ergibt  sich 


-^  1  _  "^«-(n)  —  ■0-(«  —  1) 
I  p        -^ •  n  log  n 

fjSx  n  =  2 


■~^nlog«^^      "  /Ulogn     (»  +  l)log(n+l)/^2log2^^\    a:loga;   / 

11  =  2  n  =  2 

^  /   —   j/log  h\  ^  /       1» \ 


§55.    iTber  y^"^^',  ^^   und   y^F{p)  allgemein.  201 


pSa;  p^x  P'^x 


also  nach  der  obigen  Rechnung 

=  log  log  a;  +  i>'  4-  0  [e-'y''^«'') 

=  loglog^  +  5+0(^-^) 

für  alle  q. 

Ebenso   behandelt   man   allgemein  eine   Summe  von   der   Gestalt 

p  '^X 

wo  die  Funktion  F{n)  für  alle  u^2   so   definiert  ist  oder  definiert 
werden  kann,  daß  sie  z.  B.  folgende  Bedingungen  erfüllt: 

1.  ,  ist   von   einer  gewissen   Stelle  y  au,   welche   ganz  und 

log    It  ^  <  7  O 

>  2    angenommen    werde,   positiv,    niemals   zunehmend   und    hat  für 

u  =  CO  den  Limes  0. 

00 

2.  I  ,^^a«6 

,/   log« 

y 

divergiert. 

'>  00 

(2)  U^^  e-y'"^^"  du 

y 
konvergiert. 

Alsdann   ergibt   sich   nämlich,    wenn  x  von  Anfang    an  y- y    an- 
genommen wird, 

p^x  ;j</  Y=P  =  ^ 

X 

P<y  "=y 


^^^+^Tog^+^^^**'  niogn       log(«+l)j+^\  log^ 

»  =  y  n  =  •/ 

Hierin  ist 

^  I  log«  ^      J  logtt  Vloga-/ 

«  =  >'  y 

Ferner    ist   nach    der    vorausgesetzten   Konvergenz    des   Integrals  (2), 

dessen  Integrand  positiv  ist  und  niemals  zunimmt. 


202     XUI-    Fohierittuicn  aus  dem  Primzahlsatz  und  den  sdiärferen  Relatiotien. 


(3)  limHe-Vi°K"^^^>'  =  0.^) 

Nach  der  Identität  (vr  ^  <"  ^  2;  iv,  r  ganz) 


yne-'y-'-lf"''  -  ^^A)  -  ypHne-""^^-  -  («  -  1).- v.o".7.-:.,) 

^  \\ogn        \og{n-\-l)J       .^logn  ^  ' 

n  =  r  n  =  r 


und  mit   Rücksicht  auf 


,1  e-y i"K '<  —  (n  —  i)e- '^'^°« (« - ^^  =  /  v- (m e -''''^°k " )  ^ ,< 


■/(■ 


«-1 
-  yiogu  —  -Lc-  Mog«  __^_^  -\du 


n-1 


sowie  (3|  ist 

/l  —  ) 

konvergent  und 

13 

,-  yiogx 


«  =  ;' 

^2  +  i^^we  ^^i^g^^       log(«  +  l)/  ^^\         loga; 

n  =  J-  +  1 


»I  =  X  +  1 


1)  In  der  Tat  ist  unter  jenen  Annahmen,  wenn  G{ii)  den  Integranden  be- 
zeichnet, für  u  ^  2  }' 


/  G{:v)dv 


^   2  ^'"' 


also 

lim  j<Gr(?t)  =  0  . 


§  56.    Über  Summen  der  Gestalt  ^F{p,  x).  203 

CO 

J   log»  \loga;  / 

X 

2  J     loglt  ^ 


Daher  ergibt  sich  ^ 

p-^x  Y 

In   unseren  obigen  zwei  Fällen  war 

lo^^{ 


F(h)  = 


w 


§56. 

Über  Summen  der  Gestalt  ^Fip,  x) . 

p  =  'f 

Allein  unter  Benutzung  des  Primzahlsatzes^  d.  h.  von 

(ohne  die  genauere  Restabschätzung)  soll  nunmehr  zum  Zwecke 
einiger  Anwendungen  (bei  denen  es  mir  nur  auf  die  Ermittelung  der 
höchsten  Glieder  ankommt)  der  Satz  bewiesen  werden: 

Satz:  F{u,  x)  sei  eine  Funktion  der  zwei  reellen  Argu- 
mente u  und  X,  wo  2  ^  u  ^  X  ist,  mit  folgenden  Eigen- 
schaften: 

1.  F(:u,x)>0, 

2.  Bei  festem  :r  >  2  nimmt 

■F( ;/-,  x) 

log  16 

von  u  =  2  an  bis  u  =  x  mit  wachsendem  w  niemals  zu. 


204     Xm.    Folgerungen  aus  dem  Primzahlsutz  und  den  schür jeren  lielationen. 


3.    Es  ist 


Dann  ist 


0 


p=^  - 

Beweis:    Es  werde 

9-{x)  =  X  -\-  xs{x) 
gesetzt,  Avo  also 

8(X)  =  0(1) 

ist.     Dann  ist  für  r  >  2 


2FU,,,^=;^^<'^^-^Fin,.) 


P  =  ^ 


„  =  2  «  =  2 


a-1 


Nach  den  Voraussetzungen  ist 

^j   logw  log  2        ^     logjt  J     logjt 

n  =  2  2  2 

Nach  Annahme  von  (3  >  0  ist  für  alle  tt  ^  o  =  «(d) 

|£(«)l<d, 

also  für  x^2,  x^  co  +  1 

n  =  2 

<  o(F,2,.))  +  »f  «(^:;',f  -  f±i:|)  +  öi^^ 

X  X 

.    rF{u,x)  .       ,         I'F{u,x)  -j 
=  0  I    ,(//(  +  0  I    ,        du: 
,7     logjt  ,/     log«  ' 


§  56.    Über  Siimiiieii  der  Gestalt    ^F(p,  x  .  20b 


p  =  ^ 


da  dies  für  jedes  d  >  0  gilt,  ist 

^  I        ^   ^\  log«  log(«  +  l)/        L  j    \L   j/    log[a;J  J     logu 

II  =  2  2 

Daher  ergibt  sich 

p  ^  a;  2  2 


,  /      log  It  ' 


Avie  behauptet. 

Hiervon  mache  ich  folgende  Anwendungen: 

I.  Die  Anzahl  ^^i^)  ^^^  Zahlen  bis  x,  welche  aus  zwei  ver- 
schiedenen Primfaktoren  zusammengesetzt  sind,  ist  gleich  der  halben 
Anzahl  der  Lösungen  von 

(1)  p<l^x, 

wo  p,  q  verschiedene  Primzahlen  sind.     Also  ist  offenbar 

2^,(^)=^;r(|-)-;r(|/^); 
denn 

p=x 

ist  die  Anzahl  der  Primzahllösungspaare  von  (1),  wobei  nicht  p  4=  q 
vorgeschrieben  ist,  7r(yx)  die  Anzahl  der  Lösungspaare,  wo  p>  =  Q  ist. 
Das  gibt 

(2)  2.,(.)=2-(f)  +  0(,£)- 

P  =  ->'' 

Auf 


Fip,x)  =  7c{f) 


passen  offenbar  die  Voraussetzungen  des  vorigen  Satzes.     Denn 
1.    Es  ist  stets  für  2  <.  ii  K  x 


''(^)iso- 


2U()     XIII.    l-'njij. riiiKiii'  iius  il.m    I'rimzahhatz  und  den  schürfcrtn  Delationen. 


2.    Bei  festem  .r  uinimt  -t('  \,  Jilso  a  fortiori 


logit 

mit  wachsendem  u^2  niemals  zu. 
3.  Es  ist 


.1.  h. 

X  /  \"  /       j 

log«  /        logw  ' 

2 

wie  sich  zugleich  mit  der  weiterhin  erforderlichen  asymptotischen  Ab- 
schätzung von 

/F{u,  x)    j  /         \  M  /      7  , 

logu  J        logtt 

2  2 

I      , au  =  I      1  "'* 

/  log  M  /  log  Jt 

X 

=  X  C  ^(^)  ^' 

^   loga;  —  logv  V* 


ergeben  wird. 
Es  ist 


Nach  Annahme  von  d  >  0  ist  für  v'^  a  =  co{8) 
also  für  X  >  2  CO 


7t[V)  —  ,  <  0  , 

-  ^       log  r  log  V 


2  2  2 

/3t(»)  f/ y         /  logu  dv  .     / 

logx  —  logü    r*         /      loga; — log«     «•*  / 


logt-  dv 

log  .c  —  log  V     v^ ' 


§  5(5.     rber  Summen  der  Gestalt  ^F{p,x).  907 


/  "(^)  <ii^         I    logv ^^^i^^  /    ^^ß'*^ ^\q(  '^    \. 

J    \ogx  —  logv   i'*         /     loga:  —  logv    v^  J     loga;  —  \ogv    v'  \log,x/ ' 


wegen 


log  X  —  log  2 

log  V  dv  /  dw 

log  .r  —  log  y     r  '^  /    w  (log  x  —  ic) 

log  2 
log.c-log2 


losr 


1 


dv  / 

)     v^         J    ?r(loj 

lo 

gxj    \w         log x—wj 


^  l^'x^^"^^^^^^  ~  ^^^^)  ~  loglog2  -  loglog2  +  log(loga;  -  log2)} 
2  log  log  X 


loga; 
ist  daher  für  alle  hinreichend  großen  x 


TT  (v)  d  V 

\ogx  —  lofif  V    v^ 


1    <d+d 


V 

logv  dv 


logx  —  logt?     v^ 


d.  h. 


=  2(3, 


7t  (v)  dv  I  logv  dv 

log  x  —  log  V    r-  J      log  X  —  log  V    t?''' 


'© 


2  log  loga; 
loga;      ' 


^^_    2a;  log  logx 


logit  loga; 


208     Xlll.    Fohirriiniini  ans  dem  l'rimzuhhatz  und  den  schh-finn    /»'clntintin 


Nacli  dem  voilier  bewiesenen  Satz  und  der  Identität  (2)  ist  also 

/  N       a;  log  log  x- 
*^  log.r 

11.  Es  sei  ebenso  ^^.{x)  als  die  Anzahl  der  quadratfreien  Zahlen 
^  X  definiert,  welche  aus  v  Primfaktoren  zusammengesetzt  sind.  Dann 
behaupte  ich,  daß 

.    \  1        .r  (loglogx)' ~^ 

'     '        (v  —  1)!  logic 

ist,  und   werde   es   durch   vollständige  Induktion  beweisen;  für  v  =  1 
ist  es  ja  der  Primzahlsatz  und  für  r  =  2  soeben  schon  festgestellt.    Es 
sei  für  1,2,  ■■  -,  r  (v  ^  2)  wahr  und  soll  für  v  -{-  1  bewiesen  werden. 
Es  ist  offenhar,  wenn  die  Anzahl  der  Lösungen  von 

2)Q  <.  X 

abgezählt  wird,  wo   Q  eine  beliehige  quadratfreie  aus  v  Primfaktoren 
zusammengesetzte  Zahl  bezeichnet,  diese  Anzahl  einerseits 

andererseits 

=  iv+  l)7t,._^,{x)  -\-  g{x), 

wo  g(x)  die  Anzahl  der  Zahlen  -^x  ist,  welche  v  —  1  Primzahlen  je 
einmal  und  eine  genau  zweimal  enthalten.     Für  g(x)  ergibt  sich 


i/f 

'1  =  1 


n  =  1  log  -  „ 


Vi 


=  0    a- (log  log  a;/--^       ^   ^ 


als*»  wesen 


§  56.     Über  Summen  der  Gestalt  ^ F{p,x).  209 


p  =  ^ 


Vf  v^  Vi 

y^t     -,      X  y  I  n^  ,       X  Xi  n-  log 2 

-^x  «log— 2  nTi        log-^  T^ 


daher  ist 


=  oiA-) 

VogxJ 

=  o(:;r,,(a;)); 


l<.T 


Nach  dem  allgemeinen  Satz  am  Anfang  dieses  Paragraphen, 
dessen  dritte  Voraussetzung  durch  das  im  Verlaufe  des  Folgenden  sich 
erajebende  Resultat 

xJloglogxr-\  _  ^   r  "^  au 
logx  ./       iogu 

auch  gerechtfertigt  wird,  ist  also 

{v  +  l)7t,.^,(x)  ^        ^^l^   du 


(3)  =  xf 


^yi^)  dV 


logo;  —  logt?   V* 


2 

\V-1 


„  r^(io^ 


l)!log«    {logx  —  logw)t;^' 


1)  Diese  asymptotische  Gleichung  ist  wie    oben  beim  Problem  I.  zu  recht- 
fertigen :  Wenn  (J  ^  0  gegeben  ist,  so  ist  für  «  ^  co  =  co  (d) 

vQoglogvy-^  ^.''(log  logt?)''-! 


(v  —  1) !  log  V  {v  —  1) !  log  V    ' 

W(log  loc  4")''~  1 

also  der  beim  Ersätze   von  n  (r)  durch     — - — '^-^ -imlntegralvon  (3)  gemachte 

'  (v  —  1)'  logv 

Fehler  absolut  genommen  ^  ^-     & 

X 

\loga^/         ./    {v  —  1) !  log  V  (log  x  —  log  v)  V- ' 

2 
Landau,  Verteilung  dor  Primzahlen.  14 


'JIO    Xlll.    I'ülgeritngen  aus  dem  FrimzahUsatz  und  den  schärferen  Itelatiatien. 


(v  —  1) !  (y-f  1)^,^.1  (a:)  ^   r     (log  log  r) '  ' ^dv 
^-_  y    rlogu(loga;  — logr) 

\ngX-\og-> 

I   log'~^«d/f 
J    ir(^ogx  —  w) 

log  2 
loga-1 

_  r  log-  -  ^ «•  dj£^     ^  /( log  log xy-' \ 

J    IC  (log  X  —  io)  \         log  X         / 

1 

log.rj  IC  ^Og-Vj    lOgX  —  V  \  lOgX  / 


1 

Hierin  ist  das  erste  Integral 

log:r  —  1 


riog'_  ^^'  rf«-  =  1  (log  (logrr  -  1))" 
und  das  zweite  Integral 


logjr 
log.c-  1 


flog'-^»-     ,  /"log'-^r     ,        ,      r\og'-^w    j 

^    logic  — «•  J  logx  —  tv  J    \ogx  —  w 

1  1  logx 

-i 

loga:—  1 

=  0(log:r  ^^^3^--)  +  log'-Mlog:r  -  f  log:r)  ] -^^^^    , 
\    o  loga;        /  °  °  2      °    V    log.r  — «•' 


loga; 
2 
WO 

O<0^1 

ist,  also  wegen 

log'-'(loga^  —  ^  log^)  ~  flog  log:r)'  "^ 


nebst 


ioga--i  1  logx 

/       div ,  °  2 

^/  loga;  —  tc  ~      ^ \ogx  —  (loga;  —  1) 

logi 

2  logx 

=  l'^g     2- 

~  log  log  X 

logx-1 

/.-^^ —  dw  ~  ('log  loga;)'. 
loga;  — ?t"  von/ 
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p  =  ^ 

Zusammengenommen  erhalte  ich  also 

{v  —  i)i{v-{-i)7t^^i{x)  ^  / 1       X  (logiog^y; 

X  ^  \v  /       logic       ' 

was  zu  beweisen  war. 

III.  Es  sei  Q,.(x)  die  Anzahl  der  Zahlen  ^  x,  welche  durch  genau 
V  verschiedene  Primzahlen  teilbar  sind,  wobei  jede  in  beliebiger  Viel- 
fachheit auftreten  darf.     Ich  behaupte,  daß 
/  ,x  /  \  1        x0.O8:loa:xY~^ 

^  s  I  V     y  (^p  —  1)  I  log  X 

ist,  also  denselben  asymptotischen  Wert  hat  als  7i^.(x). 

Es  sei  öj.ix)  die  Anzahl  der  Zahlen  <^  x,  welche  aus  v  Prim- 
faktoren bestehen,  wobei  mehrfache  Primfaktoren  in  ihrer  Vielfach- 
heit gezählt  werden.     Ich  behaupte,  daß  auch 

^   ■'  ''^   ^        (v  —  1)!  logx 

ist. 

(4)  und  (5)  beweise  ich  gleichzeitig  durch  vollständige  Induktion. 
Für  V  =  1   sind  die  Behauptungen  wahr,  da 

=  n^ix) 
und  _  _ 

g^  (x)  =  7i{x)  +  Jt(yx)  +  7i(yx)  -f  •  •  • 

~  71  ix) 
=  7C^{X) 

ist.     Es    seien   (4) -und   (5)   bis   zu   v   bewiesen.      Dann   ergeben   sich 
diese  beiden  Relationen  für  i'  +  1  folgendermaßen. 

1.  Es  enthält  jede  aus  v  -\-  1  Primfaktoren  bestehende  Zahl,  wenn 
diese  nicht  alle  verschieden  sind,  1  oder  2  •  •  •  oder  v  verschiedene 
Primfaktoren;  daher  ist 

<Q^{x)  -tg^ix)-] \-  qXx) 

—  n(   ^   \  J-  r>/^logloga;\  ^^a;(logloga;)'-^^ 

"^  \[ogx)  "^  '^  V     \ogx  '  )-^---^  ^\         logx  ) 

^  ^/a;(logloga;)'\ 
\       log«       / 

14* 
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also 

1   X  (log  log  xY 
v\         log  X 

2.  Jede  der  p,,  +  i(^)  Zahlen,  welche  durch  genau  v -{- 1  verschie- 
dene Primzahlen  teilbar  sind,  enthält  entweder  jede  in  der  ersten 
Potenz  (ist  also  bei  7r,._^^{x)  berücksichtigt)  oder  sie  hat  die  Gestalt 
p"r,  wo  «  >  2  ist  und  r  durch  genau  v  verschiedene  Primzahlen  teil- 
bar ist.     Die  Lösungszahl  von 

p"  r  ^x 

bei  festem  r,  wenn  obendrein  die  Primfaktoren  von  r  iiuch  noch  für  p 
zulässig  sind,  ist 

-(1/:)  ^^'(f :)+•■• 

und  es  ist  natürlich  eine  absolute  Konstante  A  derart  vorhanden,  daß 
für  jedes  x^\  nebst  jedem  r  <  a; 

''(l/!)  +  -^(f7)+-<-iV:: 

ist.     Daher  ergibt  sich 


r  ■<x 


WO  r  alle  seine  Werte  durchläuft,  deren  Anzahl 

ist.     Also  ist  für  a;  ^  1 

-^1    _  yje,.(«)  -  Q,  («  -  1 ' 

-      ■  lof,'  //  A      '  \  log.T  / 


Hierin  ist 
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tJ      ytilogu  \  o  / 

=  Of(loglog^)'-  f^~)  +  o(>^^^^-*--). 

/du      Cvdv 
■\/ü\ogrio~J_v\ogV 


V3 


J  logw 


dies  liefert 


folglich 


V-3 

\logxJ  ' 


Yr 


1   ic  (log  log  x)" 
V !  log  X 


§  57. 

Die  nte  Primzahl  p,,. 

Schon  in  §  4  war  hervorgehoben,  daß  mit  dem  Primzahlsatz  für 
alle  £  >  0  die  Gleichung 

lim(;r((l  -{-  a)x)  —  7c{x))  =  oo,         ■ 

also 

lini^«±i  =  1 

71  =  00       Pji 

bewiesen  ist. 


Ich  behaupte  genauer  den 
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Satz : 


P 
lim  -~"  -  =  1. 


Die  nie  Primzahl  ist  also  asymptotisch  gleich  nlogn. 
Beweis:  Aus 

folgt,   wenn  p„  für  a;   eingesetzt  wird.   l)ei   ganzzahlig  ins  Unendliche 
wachsendem  n  wegen 

:t(pj  =  n 

(1)  lim  !i!^  ^  1 

also 

lim  (log«  +  loglogi)„  -  \ogp„)  =  0. 

71  =  OC 

A  fortiori  ergibt  sich,  wenn  die  Größe  unter  dem  Limeszeichen  durch 
logp„  dividiert  wird, 

log  n        log  log  p 
lim  I 

n  =00  \ 

und,  da 


lim/',   °"  +     ^^-"-  1)  =  0 
„==cVlogi>„  ^ogp^^  ' 


log  logü 

lim   4-        "  =0 
log« 

»I  =  CO  °  -'   » 

ist, 

folglich,  wenn  ( 1)  mit  (2)  multipliziert  wird, 

, .      n  log  n        1 
hm       °     =  1, 

71  =  30  ■/    .. 


wie  behauptet. 
Aus 


folgt  ebenso 


P 
lim     ,»-  =  1, 

„  =  ooWlogn 


^   ^        log.x"  \log"  0,7 

logiJ^  \log-p^/ 

—      ^n        _,  fi  ("  log  "\ 

-logi.    ^  "^[log'»)' 
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^P^~\  \Togn))' 

(3)  p>->^{'^  +  o{^^y))\ogp,- 


wegen 


P 
lim     ^'^  =  1 
.  =  00«  log« 


ist 


log|;,,  =  \ogn  -\-  log  log  w  +  o(l) 
also,  AYenn  dies  in  (8)  eingesetzt  wird, 

=«'«g«(i+'T4r+ö(io^)) 

=  n  (log«  +  log  log  n  +  0(1)). 

Diese  Rechnung  kann  man  unter  Benutzung  der  weiteren  Werte 
von  q  in 

/  N  _      X  IIa;  (g  — 1)!  ^    ,     /)  /      l'^ \ 

^•^^-^  ~  logic  "^  log^a;  ^  ^       log?«      "^  ^  llog'/+ 1«/ 

fortführen,  was  keine  Schwierigkeiten  macht,  sondern  nur  zu  kompli- 
zierten Reihen  von  Zahlenkoeffizienten  führt,  deren  Rekursiousformeln 
man  aufstellen  kann. 

§  58. 

Verteilung  der  Primzahlen  bis  2jc  auf  die  zwei  Hälften 

des  Intervalls. 

Eine  alte  Frage  bestand  darin,  ob  es  zwischen  1  und  x  (inkl.) 
oder  zwischen  x  (exkl.)  und  2x  (inkl.)  mehr  Primzahlen  gibt,  mit  der 
Vermutung,  daß  die  erstere  Zahl  für  alle  hinreichend  großen  x 
überwiegt.  Diese  Fragestellung  verrät  schon  gründliche  Kenntnis 
der  Primzahlverteilung.  Denn  die  beiden  in  Betracht  kommenden 
Anzahlen  7i(x)  und  7c(2x)  —  ■Jt(x)  sind  nach  dem  Primzahlsatz  asym- 
ptotisch gleich,  da 

^  log  X  \10g  X/  ' 
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z(2x)  —  :t(x)  =  t     Z   X  +  0  h •)  —  ,  ^     +  ^  (i  ^    ) 

^      -^  ^  -'        log  (2  a;)  \\og  xj       logx  \logx/ 

^^      I        /    ^    \  ^ 

log.x  \loga;/       log;c 

logo;  \iogxJ 

ist.     Erst  schärfere   Sätze   als   der  Primzahlsatz   konnten   die   Liisung 
des  Problems  liefern. 
Aus 

7t(x)  =  , h,       t       +ö(i ^) 

^  ■'       logx       log' x  \iog- xJ 

folgt  nun  in  der  Tat 

(Tci2x)  —  n{x))  —  7t(x)  =  7c(2x)  -  2it{x) 

_  2x  2x  /    X     \  2x  2x 

log  a: -|- log  2       (log  a;-}- log  2)*    '       \log*a;/       log  a;        log*a; 

_    2a;         2  log  2    a;  2a;  2x  2x  (     '^     \ 

logx  log^a;  log^a;       loga;        log^a;  \log- .17 


2  log  2  •  a; 

T 

lim(;r(2a:)  —  27C(x))  =  —  00, 


■2-a;  /    x    \ 

log-  X  \log^  xJ  ' 


womit  entschieden  ist,  daß  von  einer  gewissen  Stelle  x  an  das  Inter- 
vall (1  •  •  ■  x)  mehr  Primzahlen  enthält  als  das  Intervall  [x  •  •  •  2x). 


§  59. 

Anwendung-  der  Primzahltheorie  auf  den  Verlauf  der 
Funktion  ^  (.r). 

Für  die  Eulersche  Funktion  ganzzahligen  positiven  Argumentes 
cp{x),  welche  die  Anzahl  der  bis  x  gelegenen,  zu  x  teilerfremden  po- 
sitiven ganzen  Zahlen  bezeichnet,  läßt  sich,  was  die  obere  Abschätzung 
der  Größenordnung  anbetrifft,  offenbar  nichts  genaueres  als 

q){x)  =  0(x) 


und 


1  •  ^  ('^)        1 

lim  sup  ^'  '  =  1 

X  =  OÜ  ^ 


aussacfen;  denn  es  ist  immer  wieder  einmal  — nämlich  für  Primzahlen  — 

q)(x)  =  X  —  1. 
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Durch  Anwendung  der  Primzahltheorie,  bereits  in  dem  elementar 
erhalteneu  Umfange,  läßt  sieh  (p{x)  auch  nach  unten  mit  einer  ele- 
mentaren Funktion  positiven  Argumentes  in  Verbindung  bringen, 
durch  den 

Satz:  Es  ist  ,. 

lim  inf  — ^-^ —  =  e~  ^, 


log  log  X 

wo  C  die  Eulersche  Konstante  bezeichnet. 

Beweis:    1.   Ich   behaupte,   daß  es  zu  jedem  Ö  >  0  und   jedem  ^ 
ein  X  =  x  {d,  ^)  >  ^  derart  gibt,  daß 

vW<(i +  *)«-'■  is?^ 

ist. 

Ich  verstehe  nämlich  unter  x   bei  noch   zu   bestimmendem  n  das 
Produkt  der  n  ersten  Primzahlen 

n 

-ffp.:, 

0  =  1     " 
dann  ist 

n 

also  nach  der  Schlußformel  des  §  36  für  gToße  n,  d.  h.  für  in  unserer 
Zahlenfolge  unendlich  wachsendes  x 

^(^^^^logF* 


Wie  hängt  nun 

von  X  ab?    Es  ist 


y  =  yip)=i>n=Pn{x) 

n 

log*' =  V  log/). 


=  HPn) 

=  ^(y), 

also  für  alle  in  Betracht  kommenden  x(==  2,  6,  30,  210,  •  •  •)  bei  pas- 
sender Wahl  zweier  positiver  Konstanten  cc  und  ß  uach  §  18 

(c  log  X  <iy  <C  ß  log  X, 

log  cc  +  log  log  X  <  log  y  <  log  ß  +  log  log  x. 
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folglich 

log  log  .r  -  l4.)g//. 

Also  ist  für  jene  speziellen  ./ 

"  ^  ''       log  log  X  ' 
d.  li.  nach  Annahme  von  d  >  Ö  und  t,  für  ein  x  =  x{d,  ^)  >  | 


^*^^-)<'l  +  d)^-^oglog^- 

'2.    Ich   behaupte,    daß   es   zu  jedem    d  >  0   ein   ^  =  ^(d)    derart 
gibt,  daß  für  alle  .r  ^  ^ 

v(*-)>(i-*)<'-Vgrog^ 

ist;  ö  darf  <  1  angenommen  werden. 
Es  sei,  in  Primfaktoren  zerlegt, 

X  =  J  IpP  ■ 

p  x 

Dann  ist 

qp(a;) 

X 


=n{^-i) 


Dies  Produkt  zerlege  ich   in  zwei  Teile: 

^no-:)i7('-:) 


X 


p\x  p   .(■ 


u.n. 


Unter  11^  bzw.  Ih  ist  natürlich  1  zu  verstehen,  falls  x  keinen  Prim- 
faktor <  log  X  bzw.  >  log  X  enthält. 
Für  77,   ergibt  sich 


umi'-]) 


pg  log  X 

log  loga; 


also  von  einer  gewissen  Stelle  an 


1  1  1         ^  _  «J    log  log  a: 
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Für  n.2  ergibt  sich,  wenn  y  =  y{oc)  seine  Faktorenzahl  bezeichnet, 

1  1 2=  \  loga?/ 

Nun  ist  für  a;  >  3 

y  =  y(x)  <  V — f , 

'         /  V   /  ^  log  log  X  ' 

da  das  Produkt  von  mehr  als  ,    *^f'      oberhalb  Iosä;  ffelegeneu  Zahlen 

log  log  re  o       o       o 

>  (loga^y°slog^-  ==  X 
ist.     Für  X  ^  o  ist  also 

logx 

--"ä^ioWi— L^ 

^^  glogloga:      "  \        log.r/ 

folglich  von  einem  gewissen  x  au 
Für  alle  a;  >  |  =  |  (d )  ist  also 

>^-^   ^"'  (i-^\ 

"^    ^        d    logloga;\  2/ 


^        2 


e-^' 


-^  log  log  X  ' 
qp(^)>(l-ö>-^'^^— , 
womit  der  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

§  60. 
Auwendungf  auf  den  Verlauf  der  Teilerzahl  r(^jc). 

Weiui  x(x)  die  Anzahl  der  gauzen  positiven  Teiler  der  ganzen 
positiven  Zahl  x  ist,  so  ist  —  umgekehrt  wie  bei  q)(x)  —  nach 
unten  die  Abschätzung  trivial,  da  immer  wieder  einmal  —  für  Prim- 

^^li^^^  -  r(rr)  =  2 

ist.     Nach  oben  gilt  nun  der 
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S^*^=     ^^'    ^--^  ,.  logr(.r)  ,        , 

j'  =  »  ^ 

log  log.1- 

d.  li.   1.   für  eiu  zu  ö  >  <>,  ^><>  passend  wählbares  x  =  x{d,i,)'>i, 

r(i:)  >  2         i''K'"8-r  ^ 

2.    für    ein    zu    d  >  0    passend    Avählbares    t,  =  ^(d)    und    alle 
ganzen  x^l  ,„^, 

T(a;)<2  loglog  a:_ 

Beweis:    Für 

^  =np" 

p    X 

ist  bekanntlich 

1.    Es  sei  nun  speziell  x   das  Produkt  der  n  ersten  Primzahlen: 

^=Pi  ■  •  -Pny 
also  für 


Dann  ist 


y  = 

■Pn 

l0| 

yx  = 

-Hy) 

r^ 

'V, 

11   = 

<Pn) 

-7c(y). 

x{x) 

=  2", 

log 

x{x) 

=  n  log 

9 

~  log  2 

2/ 
log  2/ 

~  log  2 

loga; 
log  log  iC' 

also  nach  Annahme  von  d  >  0  für  unendlich  viele  unserer  speziellen  x 

T(a;")  >  2        ingiog-r. 
2.    Es  sei  d  >  0  gegeben;  wir  wählen  s  und  ?;  so,  daß 

0<f  <  d 
und 
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ist.    Es  sei  x  irgend  eine  ganze  Zahl  ^  3.    Es  werde  zur  Abkür/.ung 

und 

gesetzt.     Wegen 

(l-7?)(l  +  ^)  =  H-f -■'/(!  +  «) 
>1 


ist 


Es  ist 


^(.,  _  g(]-,;)(l  +  f)log2 

>2. 

p\.v 
p\x      -t 

M  p""  Li  /'" 

p    X  p'  X 

In  iJg  ist,  da  für  alle  v  ^  1 


ist,  jeder  Faktor 


also  ist 

77j  hat  höchstens 


^_+l<i 


^1; 


iT2<l 


;r(ß)-         ^^^"^)' 


(1  —  rj)  log  log  X 

Faktoren:  ieder  Faktor  ist 

y  4-1 
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daher  ist,  weil 

2«w 
hei  festem  co  das  Maxinmm 


(bei 
Wurzel  von 


hat,  jeder  Faktor 
folglich  ist 


1 

CIO  loif  2  ' 


_      1 

i<i  log  2  ' 


^  d     u 

~  du  2"'" 


1  H<alog2\ 


^e£alog2  "*"      ' 


~  log  log  log  a;,,        rf^ 

»       O       &      (1  —  ^)  log  log  X 

\log  log  x/  ' 

also  von  einem  gewissen  x  an 

log  T  (ic)  =  CO  log  n;  +  log  n^  +  log  /y^ 

^  / 1    ,        T      o    log  a;       ,      t         N ,       ^    log  X 

<(!  +  £)  log 2, — f h  (ö  —  f)log2, — ° — 

I/o     log  log  a;        ^  /     o     log  log  x 

=  (l  +  d)log2,  ^""f^-, 

•  ^       Ö      log  log  iC' 

.       logx 

was  zu  beweisen  war. 

§  61. 

Auwendiiug'  auf  die  Maximalorduuug  der  Fermiitatioueu 
gcegebeuen  Grades. 

Dieser  Paragraph  ist  nur  für  solche  Leser  bestimmt,  welche  die 
lietreff'enden  algebraischen  Vorkenntnisse  haben. 

Die  Ordnung  einer  Permutation  «ten  Grades,  d.  h.  der  Exponent 
der   niedrigsten   Potenz   einer  Permutation   von  n  Elementen,  welche 
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gleich  der  identischen  Permutation  ist,  ergibt  sich  bekanntlich  auf 
folgendem  Wege  aus  der  Zerlegung  in  Zyklen  ohne  gemeinsame 
Elemente.  Da  die  Ordnung  einer  zyklischen  Permutation  gleich  der 
Anzahl  der  Elemeate  des  Zyklus  ist,  ist  die  Ordnung  einer  beliebigen 
Permutation  gleich  dem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  der  Glieder- 
zahlen der  Zyklen.  Fragt  man  also  nach  derjenigen  Permutation 
(oder  denjenigen  Permutationen)  von  n  Elementen,  deren  Ordnung 
möglichst  groß  ist,  anders  ausgedrückt,  nach  der  Maximalordnung  der 
zyklischen  Untergruppen  der  symmetrischen  Gruppe  von  n  Elementen, 
so  hat  man  zu  untersuchen,  welches  bei  allen  Zerlegungen  der  Zahl  n 
in  positive  Summanden 

n  =  a^-\ h  «p 

der  größte  Wert  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  der  Summan- 
den ist. 

Das  Maximum  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  von  «^,«3, 
•  •  •,  a^,  bei  allen  möglichen  Zerlegungen  von  n  in  ()  =  1,  2,  •  •  •,  w  po- 
sitive Summanden  werde  mit  /"(w)  bezeichnet.  Für  die  ersten  Werte 
von  n  findet  mau 

m  =  2, 
m  =  3, 

m  =  6, 


Die  entsprechenden  Zerlegungen  sind 

1  =  1, 

2  =  2 

3  =  3, 

4  =  4, 

5  =  2  -f-  3, 

6  =  1  +2  +  3  oder  6  =  6, 

7  =  3  +  4, 


Hier  sieht  man  schon,  daß  dem  Maxiraum  /'(w)  nicht  notwendig  eine 
einzige  Zerlegung  entspricht.     Unter  den  möglicherweise  vorhandenen 
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verschiedenen  Darstellungen  von  ii  als  Summe  von  Zahlen,  deren 
kleinstes  oremeinsanies  Vielfaches  f(n)  ist,  läßt  sich  aber  auf  folgen- 
dem Wege  eine  kanonische  Darstellung  hervorheben.     Ist  für 

)?  =  tti  +  •  •  •  +  a,, 

das  Maximum  f{n)  erreicht  und  ist  einer  der  Summanden  a  in  zwei 
teilerfremde  Faktoren  ?>  >  1,  ^'  >  1  zerlegbar: 

a  =  hc, 

so  bleibt  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  aller  Summanden  un- 
geändert,  indem   man  an  Stelle  von  a  schreibt 

&  +  C+1  +   1+---  +  1, 

wo  die  Anzahl  hc  —  (h  -\-  c)  der  Einsen  wegen 

hc-{h  +  c)  =  (&  -  l)(r  -  1)  -  1 

>  1  •  1  -  1 

=  0 

stets  positiv  ist.  f\n)  ist  also  auch  bei  einer  passend  gewühlten  Dar- 
stellung von  n  als  Summe  von  Einsen  und  Primzahlpotenzen  erreich- 
))ar,  wobei  Primzahlen  zu  den  Primzahlpotenzen  gerechnet  werden; 
von  den  Potenzen  jeder  Primzahl  braucht  nur  eine,  die  größte  vor- 
kommende, beibehalten  zu  werden,  während  die  anderen  ohne  Ver- 
minderung des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  der  Summanden  durch 
lauter  Einsen  ersetzbar  sind. 

/"(w)  ist  daher  auch  bei  einer  Darstellung 

n=2f+  1  +  1  +  ••  •  +  1 

erreichbar,  wie  jede  Primzahl  höchstens  als  Basis  einer  Potenz  vor- 
kommt und  die  Anzahl  der  Einsen  ^  0  ist;  es  ist  alsdann 

f(n)^rff- 
Diese  Zerlegung   von  n  ist  nun   (abgesehen  von   der  Reihenfolge   der 
Faktoren)  eindeutig,   da  ja  das  System   der  Primzahlpotenzen  if  ein- 
deutig durch  f\n)  bestimmt  ist. 

Das  Problem  ist  also  auf  folgende  Form  gebracht.  Es  soll  das 
Maximum  f{x)  der  Funktion  11  if  berechnet  werden,  wo  die  ]f  ein 
System  von  zu  je  zweien  teilerfremden  Primzahlpotenzen  bilden,  deren 
Summe  nicht  größer  als  die  ganze  Zahl  x  ist: 

(y/y/  =  Maximum. 
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Bei  der  unregebnäßigen  Verteilung  der  Primzahlen  kann  natür- 
lich nicht  verlangt  werden,  f{x)  explizit  durch  x  auszudrücken;  es 
handelt  sich  nur  um  den  Vergleich  für  .r  =  oo  mit  elementaren  Funk- 
tionen.    Wenn  noch  ,       „.  .  ,  . 

logf{x)  =  g{x) 

gesetzt  wird,  so  hesteht  der 

a;  =  oo    yÖslÖgX 

Beweis:  Es  ist  offenbar  hinreichend,  zweierlei  za  beweisen: 

1.  Wenn  von  Anfang  an  möglichst  viele  Primzahlen  genommen 
werden,  so  daß  ihre  Summe  x  nicht  übersteigt,  d.  h.,  wenn  y  =  y(x) 
die  größte  ganze  Zahl  ist,  bei  der 

ist,    so   ist   nach   Annahme    von    d  >  0    für    alle    hinreichend    großen 

X  {x^i  =  i,(ß))        ^  

^  log  j9  >  (1  —  d)  yx  log  x . 

2.  Nach  Annahme  von  (5  >  0  gibt  es  ein  |  =  |((J),  so  daß  für 
alle  x^^  und  jede  Zerlegung 

x=2p"  +  1  H hl 

^log  (i)")  <  (1  +  ^)  1/^T^ 

ist. 

In  der  Tat  bedeutet  1.,  daß 

lim  inf     f^"L^   ^  1 

a;  =  oo  yx  log  X 

ist,  2.,  daß  ,  , 

lim  sup  -   <  1 

a;  =  oo         yxlogX 

ist,  also  beides  zusammen,  daß 

lim  ^lM_  =  1 

a;=(»     yxlogX 

ist. 

1.  In  ^ 

p-^y 

(1)  2p>x 

genügt  die  eindeutig  bestimmte  ganze  Zahl  y  von  einem  gewissen  x  an 

der  Relation  ,         ^v      

y>  (l  -  ^^yxXogx. 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  15 
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Denu  es  ist^^ 


2lp  =^(jf  («)  —  Ttin  —  \))n 


=2n{n){n  -  (n  +  l)j  +  n{z){[z]  +  1) 

H  =    1 


also  wegen 


^7i(n)  ~  /  ,        du 
„  =  i    ^  ^     «/  log« 


g  2  +  U  1, 


2-        .    ,    /      «        , 
rat 


für 


2  log  2         2  log  2    '    ^J  log*  ?t 

2 

=  21^  +  ^-^(''•log%) 
2  log  2  ^  ^\\og^z) 
2  log« 
^;^/~       2log2  +1^ 
~  2  log  z  ' 


^  =  (l  -  2)V'«lf>g^+  1 
ist  also,  0  <  (5  <  2  vorausgesetzt,^^ 

V  o-2y^^'^«' 


1)  /''((<)  =  u  geliört  nicht  zu  den  in  §  ü5  behandelten  Funktionen;  natür- 
lich ist  es  nur  ein  Typus  einer  anderen  mit  denselben  Mitteln  angreifbaren  Suui- 
mandenklasse. 

2)  Was  erlaubt  ist. 
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so  daß  nach  (1)  für  alle  hinreicliend  großen  x 

sein  muß. 

Daher  ist  / ,         ^v x 

also,  wie  behauj^tet,  für  alle  hinreichend  großen  x 
^logp  >  (^1  —  8)  yxlogx. 

2.  Es  sei  X  >  1  und 
(2)  2p'  <  X, 

wo  die  p*'  teilerfremde  Primzahlpotenzen  sind.     Es  werde 

Hp 

in  zwei  durch  []/^loga;]  geschiedene  Teile  zerlegt: 

wo  in  77^  _ 

P^  ^  V^  log  x, 

in  n, 

yx  log  X  Kp"  <,  X 

ist  und  natürlich  p''  nur  die  in  (2)  vorkommenden   Primzahlpotenzen 
durchläuft. 

Zu  untersuchen  ist  der  Wert  von 

/^  ^ 

log  n^  4-  log  772  =-5'log  Ä;^  +^"log  ^^ 

wo  Z:^  die  p^  in  77^,  ^„  die  p"  in  772  durchläuft  und  ß,  y  die  Anzahlen 
bezeichnen. 

Es  ist  ^  y 

^  y  ]/a:  log  X, 

15* 
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also 


Andererseits  ist 


<yx. 

c  =  i 
=  /3log(|/a:log;r) 

<  (/3  +  y)\ogiyx\ogx). 

ß  -\-  y  ist  die  Gesamtzahl  der  Summanden  j''  in  der  gegebenen  Un- 
gleichung (2).     Nun  ist  die  Anzahl  der  Primzahlpotenzen  bis  z  (inkl.) 

z 
log^r 

Daher  ist  die  Summe  der  Primzahlpotenzen  bis  z  (inkl.) 

und  die  nte  Prirazahlpotenz 
(4)  '^  n  log  n ; 

beides  ergibt  sich  wörtlich  ebenso  wie  oben  und  im  §  57  der  Nach- 
weis, daß  die  Summe  der  Primzahlen  <i  z  asymptotisch  gleich  „  i*  ^ 

und  die  »te  Primzahl  <^n\osin  ist.  Für  alle  hinreichend  crroßen  x 
ist  also  bei  allen  Lösungen  von  (2),  wo  die  if  teilerl'remde  Primzahl- 
potenzen sind,  die  Gliederzahl 

/3  +  ,<(2  +  *)-l/,„;^; 

denn  die  Summe  von  mehr  als 

(2  +  d)l/,  "-■ 

verschiedenen    Primzahlpotenzen   ist  ^  der  Summe  der 


(^  +  *^l/ioL' 
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ersten  Primzahlpotenzen,  und  die  höchste  dieser  Primzahlpotenzen  ist 
nach  (4) 

=  (l  +  ~^)V^^ogx, 
also  ihre  Summe  nach  (3) 

(^l  +  yj  oclogx 

OO r 

2  •  +  loga; 
S 


=(1+:)-. 


folglich  von  einem  gewissen  x  an  größer  als  x. 
Aus 

ß  +  y  ^  (2  +  ö)yjf^ 
folgt  weiter  für  alle  hinreichend  großen  x 

log  n,  +  log  n,£i2i-  ^)]/i-|-  log  0/x  log  ^0  +  Vx 

also  von  einer  o-ewissen  Stelle  an 


log  n,  +  log  iZ^  <  (1  +  <5)  Yx  log  X 


§62. 
Eine  Eigenschaft  der  Zahl  30  und  ihre  Verallgemeinerung-. 

Die  Zahl  30   hat   die  Eigenschaft,   daß   in   den  ^(30)   unter   ihr 
liegenden  zu  ihr  teilerfremden  Zahlen 

1,  1,  11,  13,  17,  19,  23,  29 

keine  zusammengesetzte  Zahl  vorkommt,  sondern  abgesehen  von  der 
Einheit  nur  Primzahlen.  Von  den  Zahlen  x  <  30  haben,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  neun  dieselbe  Eigenschaft,  daß  keine  unter  x 
liegende  zusammengesetzte  Zahl  zu  x  teilerfremd  ist,  nämlich  —  wenn 
die  q)  (x)  teilerfremden  Zahlen  <  a;  in  Klammern  dahintergesetzt 
werden  — 
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x=    1  (1), 

x=    2  (1), 

.•  =    o  (1.  2), 

a-  =    4  (1,  3), 

a:  =    6  (1,  5), 

a-  =    8  (1,  3,  5,  7), 

x=\2  (1,  h,  7,  11), 

a;=  18  (1,  ö,  7,  11,  13,  17), 

a:  =  24  (1,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23). 

Die  anderfen  x  <  30  kommen  nicht  in  Betracht,  nämlich  x  =  b,  x  =  1 
und  alle  späteren  ungeraden  ic  <  30  nicht  wegen  4,  schließlich  x  =  10, 
a;  =  14,  a;  =  IG,  x  =  20,  x  =  22,  x  =  26,  x  =  28  nicht  wegen  9. 

Es  besteht  nun  der 

Satz:  Es  gibt  keine  Zahl  >  30,  für  welche  die  (p{x)  —  1 
von  1  verschiedenen  relativen  Primzahlen^)  <  x  absolute 
Primzahlen  sind. 

Beweise:  Offenbar  ist  es  nur  nötig,  zu  beweisen,  daß  es  füra'>30 
eine  nicht  in  x  aufgehende  Primzahl  gibt,  für  welche 

p-  <x, 
d.  h. 

p  <Vx 
ist. 

1.  Unter  Benutzung  des  in  i}  22  bewiesenen  Satzes 

Pn  +  l   <  ^Pn 

ergibt  sich  dies  sehr  schnell  folgendermaßen:  Wäre  x  durch  alle  Prim- 
zahlen   <  Yx  teilbar,  so  wäre,  wenn  p^   die  größte  derselben  ist, 

Pi P,  <  X 


und 
also 


Pr  +  i>V^, 

^'<P,+i-2\+i 
<2p,-2i>, 

<^Pr-^P,-U 
Pl  ■•P,-2P,-lP,<^Py-lPv, 


1)  Zu  X. 
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Es  muß  also,  da  schon 

ist, 

sein,  also 


2-3-5>8 

V<4: 

x<pI 
=  121. 


Unter  den  Zahlen  zwischen  30  (exkl.)  und  121  (inkl.)  hat  aber  keine 
die  Eigenschaft;  denn  dies  x  müßte  durch  2,  3,  5  teilbar  sein,  und 
60  sowie  90  und  120  haben  gewiß  wegen  der  zu  ihnen  teilerfremden 
Zahl  49  nicht  die  Eigenschaft. 

2.  Ohne  Benutzung  des  obigen  Satzes  aus  der  Primzahltheorie 
geht  der  Beweis  auch  zu  führen.  Es  genügt  die  Feststellung,  daß 
für  V  ^  4 

(1)  p:+i<pi--'P,. 

ist;  denn  dann  kann  ja 

Pi  •'■Pr<i^<Pl  +  i 


nur  für  gewisse 


bestehen.  ^^ 
Es  ist 


x^pI 

=  49 

Pl--  Pr  =  (Pl 


^ra)-eM--'t 


also,  da  rechts  die  erste  Klammer  höchstens  so  viele  Faktoren  hat  als 
die  zweite, 

Pl-  ■■Pv>(Pi'  '-Pr, 


L2 

(1)  ist  für  V  =  4  und  v  =  b  wegen 

ll2<2-3-5.7, 
132 < 2-3- 5- 7    11 


1)  (1)  ist  nach  dem  Primzahlsatz  von  einer  gewissen  Stelle  an  reichlieh  er- 
füllt, da  ja  der  Logarithmus  der  rechten  Seite 

<^o  V  log  V, 
der  Logarithmus  der  linken  Seite 

2log2>,,^i~2logi/ 
ist. 
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richtig.     Alles  ist  also  bewiesen,  weuii  für  v  ^  0 

i\.  h.,  wenn  für  A  ^  3 

Pi  ■  ■  ■  P>>  Py,^-. 

gezeigt  wird,  mit  anderen  Worten,  wenn  festgestellt  wird:  Es  gibt  für 
A  ^  3  zwischen  p-^  (exkl.)   nnd  l\-  ■  ■  p-,    mehr   als   l  -\-  1  Primzahlen. 
Es  mögen  die  Zahlen 

^Ih  ■•'P-,--L  -  1 
betrachtet  werden,  wo  l  die  Werte   1,  2,--,x)/,  durchläuft.     Ihre  An- 
zahl ist  P)    und  alle   sind  zu  p^  •  ■  •  P)_i    teilerfremd.     Durch  ;)^  kann 
höchstens  eine  dieser   Zahlen  teilbar   sein,   durch  2h.  +  i>  2h. +  2 f  '  '  '  ^^^' 
gleichen,  da  ja 

ihh  •  •  •  7>/.-i  -  1)  -  {l'Pi  ■  ■  ■  P-,-i  -  Ij  =  (^  -  l')Pi  •  ■  ■  P).-i 
ist.     Wenn  also 

(2.)  Pi--Ib.<p2?.  +  2, 

d.  h. 

Pl   ■  ■■P?.<P2?.  +  2 

ist,  so  ist  jede  jener  p)/.  Zahlen  unterhalb  P2i  +  2  gelegen,  folglich 
durch  mindestens  eine  der  Primzahlen  p^,  p^  +  i}  '  '  ';  P2?.  +  i  teilbar; 
alsdann  ist  daher 

P,<^  +  2. 
Andererseits  ist 

p,  =  l 

>6 

=  4  +  2, 
also  a  fortiori  für  A  ^  4 

P.  >  A  +  2, 

da  der  Abstand  zweier  konsekutiver  Primzahlen  von  3  an  mindestens 
2  ist.     Aus  (2)  folgt  also 

A  <3 
und  somit  wegen 

PdhPä  =  30 
>19 

-Ps 
A  <  3, 
was  zu   beweisen  war. 
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Allgemeiner  gilt  der 

Satz:  Bei  festein  r  gibt  es  nur  endlich  viele  Zahlen  x,  für 
welche  alle  (p  {x)  zu  x  teilerfremden  Zahlen  <,x  höchstens  r 
Primfaktoren  enthalten  (wobei  mehrfache  Primfaktoren 
mehrfach  gezählt  sind). 

Beweise:  Es  ist  nur  nötig  zu  zeigen,  daß  bei  festem  r  für  alle 
hiureichend  großen  v 

(3)  p':.x\<ih---Pr 

ist.     Denn  jedes  x,  welches  die  obige  Eigenschaft  hat,  ist  durch  alle 

Primzahlen  ^;  <  yx  teilbar,  da  sonst  j9'"  +  ^  zu  x  teilerfremd  und 
kleiner  als  x,  ferner  aus  r  +  1  Primfaktoren  zusammengesetzt  wäre. 
Für    hinreichend    große    x    ist    aber,    Avenn  p^    die    größte    Primzahl 

<      yx  ist,  dies  mit  (3)  unverträglich,  also  der  Satz  bewiesen. 

1.  Nun  folgt  aus  dem  Gegenteil  von  (3) 

Ih    'Pr  <JK'tl 

^^  Pr  +  l  '  Pv  +  1  ■  ■  '  Pr  +  1 

für  1/  >  r 

P,---Pr-r-l<^'^'^-'-^'''-'\ 

was  für  alle  hinreichend  großen  v  nicht  mehr  möglich  ist.  Für  alle 
v^N=  N(r)  gilt  also  (3). 

2.  Ohne  Benutzung  jenes  Satzes  aus  der  Primzahltheorie  geht 
der  Schluß  so  auszuführen.     Aus 


folgt 


Pi  ■■■Pv£Prtl 


Pi   •■•Pf     r     l\'^'  <Pl   •■•Pv 


Pi  ■  •■■^r  i_^i^-^i'+i5 

Lr  +  lJ 

es  ist  also  nur  nötig,  zu  beweisen,  daß  bei  gegebenem  /•  für  alle  hin- 
reichend großen  l 

Pi  ■  '  '  Pk^  P{r  +  i)(k  +  i) 
ist,  d.  h.,  daß 

W  Pi   ■■■P..<P{r  +  i)iX  +  i) 

für  alle  hinreichend  großen  A  zu  einem  Widersjjruch  führt. 
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Die  Beti'achtung  der  p^   Zahlou 

liefert  wie  oben,  daß  liöehsfens  je  eine  dieser  Zahlen  durch  p,,  P,,j^i,-- 
teilbar  ist.     Nach  (4)  ist  also 

i),  <(r+  1)(;.  +  1)-  A 

=  rA  +  (r+  1). 

Dies   steht   aber  für   alle   hinreichend   großen  l   im  Widerspruch   da- 

niit.  daß  ^(^^ 

lim  =0, 


also 


ist. 


lim  —  =  U , 
lim^  =  cx; 

/  =  00    X 


§  03. 
Über  die  Reihe  ^    ix#i ' 

In  diesem  letzten  Paragi'aphen  der  Anwendungen  soll  von  einer 
Reihe  mit  komplexen  Gliedern  die  Rede  sein.  Unter  Benutzung  der 
früheren  Sätze  (vgl.  §§  18,  26,  45) 

t{x)'=  0{x),  , 
2^J)==log.+  0(l), 

n  =  1 

^(1  +#/)4=0  für  ^^0 
(also  ohne  den  Primzahlsatz)  wird  sich  die  Konvergenz  der  Reihe 

p 

für  (?==  1  (exkl.  s=  Ij,  d.  h.  für  s  =Y  -\-ti,  t^Q  ergeben.     Es  müssen 

einige  andere  an  sich  sehr  interessante  Sätze  vorausgeschickt  werden: 

Satz:    Es  ist,   wenn  die  Abschätzung  sich  auf  ./•  bezieht, 

bei  festem  5=1  +  ^*  (^  ^  ö) 

»1=1 
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Hierin  liegt  übrigens  enthalten,  daß  die  Reihe 

n  =  l 

divergiert,  aber  in  einem  endlichen  Gebiete  oszilliert: 

«  =  i 
Beweis:  a;  sei  ^  1.    Es  ist  nach  §  46  für  (?  >  0  exkl.  6  =  1 

X  00  1 


n  =  l  *-    -■  )i=x  ri 


udn 


in  +  u) 

0 


«+i 


folglich  für  s  =  1  +  ti  bei  festem  ^  ^  0  mit  Rücksicht  auf 

w  =  l 


2 
n  =  a; 


n 

n  =  l 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Satz:    Für  festes  s=l  -^  ti,  t^O  ist 


ra  =  1 

Beweis:  Es  sei  x  ^1.    Für  (?  >  0  (exkl.  ,v  ==  1)  ist  nach  §  46 

X  (»1 


1 


.     ^  '^yi      /*  w  log  (h  -j-  u)  du 

^Zj      J  (72  +  u) 

n  =  X      0 


s+1        1 
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hieriu  ist  für  .<  =  1  -\-  ti ,  /  ^  0 

X  1  K 

=  <)' 

OB  \  X 

^^      Pu  log  {n  -\-  u) du .   "STl  log n 


womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 
Satz:  Es  ist  bei  festem  t^O 

logp 


2'!-'  =  ^w- 


Beweis:    Nach  der  für  (?  >  1   gültigen  Identität 

OC  00  00 

"^1  log  n  _  "^^(?i)  -^  1 
/i  =  l  «  =  1  n  =  l 

ist  für  alle  komjilexeu  s  und  alle  x  ^  1 


Sr^  log  n •^i  A  (n)  ■^^  1 

j^     n'     ^Z    n"    Z  f  ' 


u  =  \  <  =  1 


also  nach  dem  ersten  Satz  dieses  Paragrapljeu  für  s  =  1  +  H,   ^  ^  ^ 


\  \n)         I 


t(7i)  n 
n     X 
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ii^)T-f-7^.i^^T-':^+o{i,.i.)) 


n  =  l  71  =  1 


=  us)y^-y^^^,\og.  +  0(1)  +  0(1), 


n 

n  =  l 


folglich  nach  dem  vorigen  Satz^) 


'     '°-l  +  0(l), 


«- 1  v'- 


also  wegen 


folglich  wegen 


US) 2'^  -  -  i'is)  -  -V?-  +  '-"^^^ 

•^-'     n  {s  —  1)    X 

n  =  1 

=  0(1), 

t(s)  +  0 

2'^^  =  0(1), 

H  =  l 

2:^1."  =  0(1) 


0(1) 


(1)  ^      /" 

/)  ^  .T 

Satz:    Die  unendliche  Reihe 

^  p^  +  ii 
p 

konvergiert  für  ^^0,  und  es  ist 

^  pi+77  =^  ^i+T»  +      ilogj  ■ 
1'  =  ^  p 

Beweis:  Aus  (1)  folgt  die  Konvergenz  der  vorgelegten  Reihe 
nach  dem  zweiten  Satz  des  §  30;  da  er  des  damaligen  Zweckes  wegen 
bloß  für  reelle  Reihen  ausgesprochen  ist,  ist  er  hier  einzeln  auf  den 
reellen  und  imaginären  Teil  anzuwenden.     Genauer  ergibt  sich,  wenn 


2m -^(^ 


V 


1)  Der  uicht  einmal  in  vollem  Umfang-  zur  Anwenduno-  kommt. 


238  ^V.  atwiien  über  den  obigen  Beteeis  dta  Pnmzcütlsatzes. 


gesetzt  wird,  die  Restabschätzung 


^„1  +  "       ^ 


~Zj  ''^^^\\ogn  ~  log(»i  +  l)j  ~  log([a:]  +1) 

OC 

~     ^  Vlog«  ~  log(n+l)j  "*"      l^lög^j 

»I  =  X  +  1 

Vloga;/ 
Xatürlich    ist     nach     dem    Stetigkeitssatz     der    Dirichletschen 
Reihen  für  festes  s  =  \  +  ti,  /  ^  0  und  zu  0  abnehmendes  positives  8 

^  p"        ,  =  o-^/  +  * 

^ioge(5)-J;i2p'., 

d.  h.  die  Gleichung 

ist  auch  für  s  ==  1  -{•  ti,  t^Q  gültig. 


p 


Vierzehntes  Kapitel. 
Studien  über  den  obigen  Beweis  des  Primzahlsatzes. 

§  64. 

Direkter  Beweis  des  Primzahlsatzes  ohne  den  Umweg 

über  ih{.r). 

An  Stelle  des  im  zwölften  Kapitel  gegebenen  Beweises  des  Prim- 
zahlsatzes läßt  sich,  von  denselben  llilfssätzen  des  elften  Kapitels 
über  tis)  ausgehend,  durch  Benutzung  des  Integranden 

fflog^i.) 
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an  Stelle  von  a^  S'{s) 

folgendermaßen  der  Primzahlsatz  (in  der  verschärften  Form)  etwas 
direkter  beweisen;  allerdings  werden  dabei  die  funktionentheoretiscben 
Überlegungen  etwas  schwieriger. 

Es    bezeichne    Z(s)    diejenige    analytische    Funktion,    welche    für 
(j  >  1  durch  die  Dirichletsche  Reihe 

^•^  m  p 
definiert  ist.  Dann  ist  Z(s)  regulär  in  dem  Gebiet  des  Satzes  aus 
§  48,  wenn  dasselbe  zuvor*  von  1 .  ^g  bis  1  geradlinig  aufge- 
schnitten ist.  An  beiden  Ufern  dieses  Schnittes  (exkl.  s  =  1)  ist  Z(s) 
auch  regulär  und  unterscheidet  sich  dort  um  2jr?'  derart,  daß  der 
Wert  unten  gleich   dieser   Größe   plus   dem  Werte   oben   ist.     Femer 

ist  für  Ui  >  3,  1 -. — b-T--  <  ö  ■<  2  nach  ienem  Satz 


Z{s)\^\Z(2-^ti)+ß~^ldu\ 


^Z(2)  +  2Hog»|(|; 

ist,  ist  also  für  1  ^  1  >  3,  (?  >  1 , — ^r^rrr 

|Z(s)|  <Ä\o^\t\. 
Es  ist  wegen  der  Konvergenz  von 

00  00 

bei  gerader  Integrationsbahn 

2  +  oci  2+ocj 


711 J     S*  -  2TtlJ     S^  ^ml  mp 


2 

2-ooj 
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also 


2 


Ol         0_p"'  2  7ClJ     s-         ^''  ~        J        t- 

•2-X'i  x' 

i+x-^i 


>  log  ~  =  ^       loff  ^ /  '   log  — 


P      ä  X  p'"  g  X 


p     Sa;  p     ■Sx 


-2' 


m 


log^,  +0{\ogx.n{Vx)) 


t> 


=  ^^  log  ";„  +  o(iog2'-><?) 


p     sx 


(1)  =  -^/f!  z(5)^?6^  +  0  ry^  iog4 

Ü  — X- j 

Ich  wende  nun  den  C au chy sehen  Integralsatz  auf  den  Weg 
ABCBGHGEFÄ  an,  der  aus  dem  Wege  des  §  51  dadurch  ent- 
steht, daß  an  der  Stelle 

G  ^  1 , — ^-z 

clog"3 

erst  an  einem  Ufer  des  Schnitts  bis 

H=  1 

und  dann  am  andern  Ufer  zurück  bis  G  gegangen  wird,  ehe  der  senk- 
rechte Weg  weiter  fortgesetzt  wird.  Hierbei  kann  ruhig  in  den  sin- 
gulären  Punkt  //  hinein  integriert  werden,  da  er  nur  eine  logarith- 
mische Unendlichkeitsstelle  ist,  so  daß  für  das  Integral  über  den  Kreis 
um    1    mit  dem  Radius  d  von   1  —  d  oben  ])is   1  —  f)   unten 

lim  l%Z{s)(h  =  0 

d=0''    * 

ist.     Dadurch  erhalte  ich  für  das  in  (1)  vorkommende  Integral 

2  +  *»i  y       /■:       C        H       (1        DGB 

f  -J'+f+.f+f+l'+.l+.l+f 

•2-x^'i  A        F        E        I,        11        (i         h         V 
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Hierin  ist  genau  so  wie  im  §  51,  da  Z{s)  einer  ebensolchen  Un- 


gleichung genügt  wie  dort    -^.^!^ 

F         /•;  (r         i>  c         B 


F        E        <i        D         C        B  I  11  \ 


A        F        K        (i        D        C 

und  es  ergibt  sich  vorläufig 

H  fr 

Viog^ = oU-^'"^ + / .  r+^.  f, 

oder,  da  der  Integrand  sich  um  2-t:ü'    ,  an  beiden  Ufern  unterscheidet, 

1 

"  S 


2'iog^  =  o(«-'M+/Y,<? 


Hieraus  folgt  weiter,  wenn 

gesetzt  wird,  ^ 

2"  log  ('-±^"  -ß^P^  ds  +  0(^c  -'^'-') , 


also  durch  Subtraktion 


1 
lo^{l  +  d)^ix)  =ß^^^J~^x\Is  +  0(;re-'^^^)  +  O^log  (1  +  Ö) 

l_  x<Cp^{^  +  ö)x 

1 

ji_ 

Landau,  Verteilung  der  Primzalilen.  16 
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Xim   ist  nach  dem  Taylor  sehen  Satz 

(n-(yv=  1  +  ds  +  *;s(5-  i)(i  +  0d)'-2, 

0<  0=  &{d,s)<  1 
ist,  also  für   i  ^  s  ^  1 

1(1  -j-öy-  \  -6s\£^s's-l\ 

folglich 

/<'+y-V,/5  -  sf^ds  +  0  i  ä--fx-ds  \ 

T  T  \     T  / 

X 

2 

X 

X 

( \  ^ ^ r  du    ^/  s-x  \ 

""  ^^^  -  log  (i  +  8)J   log  «  +  ^  llog  (1  +  d)  j 

2 

X 

"(i  +  '^'^o/i^  +  ocdx) 

X 

.r 
J     logM  ^  / 


§  C)5. 

über  den  Grad  der  Wurzel  in  der  Eudformel  für  rr(x). 

Es   ist  ganz   unwesentlich,   daß   in   der   letzten  Formel   der  Grad 
der   Wurzel   aus  loga;  ein   besserer  (kleinerer),    nämlich   12,    ist    als 


§  G5.    Über  den  Grad  der  JVtirsel  in  der  Endformel  für  Tt{x).  243 


beim  ersten  Beweise,  wo  in  §  54  die  Zahl  14  herauskam.  Denn, 
wenn  es  auf  ein  möglichst  kleines  y  in 

X 

(1)  ^(^)=.jA^^^^o{a,e-h-^^-^) 

2 

ankommt  (wo  natürlich  für  nicht  ganzes  y  unter   yii  (ii  >  0)  der  Wert 

uv  zu  verstehen  ist),  so  liefert  offenbar  die  eine  wie  die  andere  Me- 
thode (1)  für  jedes  y  >  10.  Denn  die  Zahl  14  war  damals  ent- 
standen, indem  zu  10  sukzessive  die  größeren  Zahlen  11,  12,  13,  14 
genommen  waren;  dies  leisten  auch  10 +  f,  10  +  2«,  10 +  3^,  10  +  4£ 
für  jedes  noch  so  kleine  positive  e.  Ebenso  kann  bei  der  Methode 
des  vorigen  Paragraphen  12  durch  jedes  y  >  10  ersetzt  werden. 

Weiter  als  bis  10  kann  man  bei  keiner  der  beiden  Beweis- 
anordnungen in  der  vorliegenden  Form  kommen;  denn,  wenn  man  bei 
dem  Hauptschluß  des   §  51,  nämlich   beim  Studium   des  Weges  DC, 

r 

die  Teilung  der  Strecke  3  •  •  •  >;-  durch  gViog^  j^gj  vorläufig  unbestimmt 
gelassenem  v  bewirkt,  so  ergibt  sich 

3  1' 

j/loga; 

so  daß  offenbar  v.=  10  die  günstigste  Wahl  ist,  da  für  f  >  10 

V  ^  10' 
für  V  <  10 

ist.  Ein  Blick  auf  den  damaligen  Beweis  lehrt,  daß  diese  Zahl  10 
als  9+1  hereingekommen  ist,  wo  9  der  Exponent  in 

(?  ==  1 ^^-,  ^ 

C  lOff"  t 


ist;  daß  9  auch  in 


16* 
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auftrat,  war  ganz  unwesentlich,  da  dort 

1  IC 
VlORX  /  U, \ 

log'xe    <^'    ^    =  0(e-»''°8') 
gesetzt  wurde  und  allgemein  für  ()  >  U  und  jedes  Ö  >  0 

log-'.'re    '  =  0[e-     y^"«"") 

ist,  wie  groß  auch  A  sei. 

Wenn  also  im  Wortlaut  des  Satzes  aus  dem  §  48  bei  der 
Kurve  (1)  die  Zahl  9  durch  die  kleinere  positive  Größe  ß  ersetzt  werden 
kann,  in  {2)  die  Zabl  9  durch  Ä,  so  kommt  für  alle  /  >  /3  +  1 


X 


heraus;    denn    der    charakteristische   Schluß,    der    zum    ungünstigsten 
(höchsten)  Gliede  führt,  lautet  eben: 

C  X--  l 


J    s-  tis)        1  ./  t- 

/X    '^^°^' 
F"' 


=  Ol  x\o^-^ X  I      — 7^ — dt 


=  O\yxlog'x/    X    <^i^ogx/+'  ^  j^  o\x\og'x      '\ 

3  ii  +  l 

i/iogx 

e 

=  OUlog-'itT    '  )  +  O\x\og'^xe-     ^^i*»»^./ 

für  jedes  «  >  0. 

Es  ist  also  für  die  Primzahltheorie  wichtig,  das  /i  in 

kW  clog'  t 

zu   verkleinem,   wobei   es   ganz   gleichgültig   ist,   wie  groß   dabei   die 
Konstanten  h,  A,  c  werden,  wenn  es  nur  Konstanten  bleiben. 
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Durch  folgende  Methode  ist  es  nun  möglich,   das  ß  unter  9   zu 
verkleinern. 

Im  §  45  war  folgende  trigonometrische  Ungleichung  benutzt: 

3  +  4  cos  g)  +  cos  2  9)  ^  0. 
Es  sei  nun 

g{(p)  =  »0  +  ^1  cos  (JD  +  «2  cos  2^ 

irgend  eine  Funktion  derart,  daß 

0  <  «0  <  «1»   «2^  0 
und  für  alle  reellen  cp 

g{cp)  ^  0 

ist.     Dann  ist  für  £  >  0,  ^  ^  0 

'^ao  +  aiC08(milogp)  +  aiC08(27nilogp) 

(^(l+£)/o  ^l+£  +  ^/)l-x|^(l  +  £  +  2^0"^=e''" 

also 

t{l-\-s+ti)\^ ^ -, 


folglich,  wenn  ^^^,  h^,  ■  ■  -  absolute  Konstanten  bezeichnen,  die  alle  >  1 

< 


gewählt  sein  können,  für  0<£<^1,  t  =  0 


m+s  +  ti)\> ^ -, 

also  ebenda  nach  dem  ersten  Satz  des  §  46  für  0<£^1,  ^^3 

folglich  nach  §  46,  (9)  für  0  <  £  ^  1,  ^  ^  3 

IUI  +  ^01  ^  1^1  +  «  +  i^)   -  IUI  +  ^0  -  Ul  +  f  +  ^01 

>-^-&3£l0g^^ 
b,\og"H 

«1  —  ÜQ  J  flj  +  «2 
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Wird  liieriu  f  durch 


'i  +  "i 


K\8     '"      log     '"      t=\ 


bestimmt,  d.  h.  bei  konstantem  //  <  1 


9 

3  rr,  +  ,1, 


gesetzt,  so  ergibt  sich  für  t  ^  ß 


1 

log'" 
1 

«j  —  ü 

^ 

2o„ 

-rto  f 

und    hieraus    nach    der    Relation    (9)    des    §   40    weiter    für    t  ^  3, 
1 '    ,„..    <(?<1+  ' 


2fc,?^,log"      "^-"»t  2&3&,  log       "'-"U 

|e(s),>|t(l+^0      -^3     (?-l|l0g^/ 
J^ 1 J^     1 1 

-^    b^  2lio+_^2  2     b^  2a„J-a3 

log«!-«»^  log '"""»< 

1  1 


log«!-«»* 


für  ^  ^  3,  1+ ^    2,^^^^  <<^£''^  ist  nach  (2) 

2&3&4log      «1-««* 

ie(s):>,!    '      ' 


1  1 


endlich  für  /  ^  3,  ö  ^  2 


>y-^^ . 

'  log "■-"•* 
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^  >  3,  ^  >  1 ^   .     .      =  1  - 


zusammengenommen  ergibt  sich  also  für 
die  Abschätzung 

ie(s)l>  ' 


2  «o  +  a  j  2  Ol  +  «2 


&8  2a^  +  a,    ' 


fe.log"-"»^; 


d.  h.,  unser  ß  kann 

2  ttj  -]-  a^ 

«1  — «0 

genommen  Averden,  und  es  ist 

(1)  'i^)-l~  +  0{.e-''''^) 


für  alle 


wenn  nur  a^,  a^,  a^  drei  reelle  Zahlen  sind,  die  den  Bedingungen 

0<ao  <«i; 
(3)  ^         «2^0, 

ÖQ  +  a^  cos qp  +  ^2  ^0^  -V  ^  ^ 
genügen.     Es  ist  also  (1)  bewiesen  für  jedes   y  oberhalb  der  unteren 
Grenze  von  2a,  +  a,        ^ 

«1— «0 

für  alle  Systeme  a^,  a^,  a^,  welche  (3)  erfüllen.  Welches  ist  nun 
diese  untere  Grenze?  Sie  ist  jedenfalls  ^  10;  dieser  Wert  entsprach 
der  Ungleichung  des  §  45,  wo 

«(j  =  3,  a^  =  4,  «2  =  1 
ist. 

Die  quadratische  Funktion  von  x  =  cos  q> 

OiSP)  =  ^0  +  ^1  ^0^  9^  +  0^2  cos  2gD 

=  ÜQ  -\-  a^x  -\-  «2 i^x^  —  1) 
=  («0  —  «9)  +  «1«;  +  2  «2^^ 
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WO 

0<ao  <«!, 

ist,  wird  als  ^  0  für  —  1  <  a;  <  1  vorausgesetzt.    a.^=0  kommt  nicht 
in  Betr.icht,  da  alsdann 

/■(-  1)  =  «0  -  «1 
also 

»0  ^  «1 

wäre;  es  ist  also 

02  >  0. 

1.  Die  Diskriminante  Z)  der  quadratischen  Funktion  f{x)  sei  <^  0: 
ttj  —  8  «2  («0  —  «2)  "^  ö- 
Dann  ist 

Saottg  ^  ^'1  +  8«2J 

=  («1  -  3a2)2 

also 

8  «0  —  6  «1  +  «2  ^  ^? 

2«!  +  »2^  8(ai  —  «o); 

«1  —  «0  — 

Dieser  Wert  9  ist  die  untere  Grenze  im  Falle 

und  wird  wirklich  bei 

«1  =  ^«2, 

erreicht,  also  z.  B.  (ag  =  8)  für 

g  (cp)  =  1 7  +  24  cos  qp  +  8  cos  2  gp 
=  9  +  24a;  +  IQx^ 
=  (3  +  4a;;* 

2)  Es  sei 

I)>0- 
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dann  muß  jede  der  beiden  verschiedenen  reellen  Wurzeln  a;^,  x,^.  (^^ 
x^  >  x^  sei)  von 

f{x)  =  0 

so    beschaffen    sein^    daß    sie    ^  —  1    ist.     Denn   f{x)    ist    zwischen 
ihnen  negativ;  sie  könnten  also  nur  beide  ^  —  1  oder  beide  ^  1  sein, 

und  letzteres   ist  ausgeschlossen,    da    ihre  Summe  —  „  ^     negativ   ist. 

Es  ist  daher 

üui     ^C^    OOef    _\  -i    * 

also,  weim 

gesetzt  wird, 
Nun  ist 


^1  —       ^       fei? 


ft  2    —    "^      2      1      9  ? 

a^  =  —  2«2K +  a;2), 
also 

9«^  —  Tttj  -{-  «2  =  ^'2(0  +  ISx^x^  +  14a:i  +  14;i'2  +  1) 
=  2a2(5  +  7^-1  + 7:^2 +  9Ä;ia;2) 

=  2^2(5  -  7  -  7^,  -  7  -  7|2  +  9  +  9g,  +  9|2  +  9^j2) 
=  2«,(2|, +  2^2  +  9^1^ 
>0, 
2«!  +  «2  >  9(%  —  «()), 

2a^  -f^  -f.  1  >  10 
a,  —  «0 

>9. 

Die  gesuchte  untere  Grenze  von 

«1  —  «0 

mit  Nebenbedingungen  ist  also  9;  daß  sie  erreicht  wird,  kann  übrigens 
aus  Stetigkeitsgründen  von  vornherein  eingesehen  werden.  Ich  habe 
damit  bewiesen,  daß  für  alle  j'  >  9 


X 


ist. 
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Statt   von   einer  quadratischen   Funktion    kann    man   allgemeiner 
von  einer  ganzen  rationalen  Funktion  ^teu  Grades 

fix)  =  e,^€,x-{----  i-  e„a:" 

ausgehen,  welche  die  Eigenschaften  hat:  Sie  ist  ^0  für  —  l^a;^l, 
unil  die   Koeffizienten  der  durch  die  Substitution 

X  =  cos  cp 

aus  ihr  entstehenden  Funktion 

(/{(p)=tXcos(p) 

=  a^  +  «1  cos  (p  -\-  a.,  cos  2  g)  +  •  •  •  +  o„  cos  n  (p 

sind  ^  0,  insbesondere  dabei 

0  <  «0  <  «1 . 

Dann  ergibt  sich  für  £  >  0,  t  =  0 

(5(1  +  e))"" ,  S(l  +  £  +  ^0  h  •  •  •  !  e(l  +  f  +  nti)  ■"" 

"^^0  +  «1  COB  (m  tlogp)-i h  a„  cos  (»  »i  ^  log  /j) 

■^  m(l  +  £) 
g/>,  j«                                  mp 

5(1 +  .  +  ^0  ^ 


«0  "l  "« 

also  für  0<£  <  1,  #^3 


5(1  +  £  +  ifi)  I  > 


Oj  ^ 1-  «/J 


? 


&.0  log  "'  t 

hiernach  folgt   alles   wörtlich   weiter  wie   oben    im  Falle   der  quadra- 
tischen Funktion,  nur  daß  a^  -\ h  a„  au  Stelle  von  a^  getreten  ist. 

Es  ergibt  sich  also,  daß 

ß  =  -"i  +  «2  -I 1-  "» 


gesetzt  werden  kann,  daß  also  für  alle 

•2ai-\-a^-\ \ 

«1  —«0 

«0  +  «I  +  Oü  H h  «« 


'^  a,  —  «n 


a,  —  rt, 

9(0) 

«1   —  «0 

+  2 

«,   —  "n 

+  2 

+  2 
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''(*)  -Mu + «(-^^"'^ 


ist. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  welches  hier  für  alle  n  das  günstigste  ß 
ist,  d.  h.  welches  die  untere  Grenze   U  von 

»n  +  «1  +  «2  -i 1-  «« 

«1  —«0 

mit  den  Nebenbedingungen 

«0  +  ^'i  ^os  (f  +  •  •  •  +  a,j  cos  wg?  ^  0, 
0  <  «0  <  «1,  «2  ^0,  •  •  •,  a„  ^  0 

ist,  wo  w  nicht  gegeben  ist,  sondern  irgend  einen  positiv-ganzzahligen 
Wert  bedeuten  kann.  Die  Antwort  kenne  ich  nicht,  bin  aber  imstande, 
das  obige  Ergebnis  U^l  schon  durch  Angabe  einer  kubischen  Funk- 
tion zu   U  '^  ö  zu  verschärfen :   Für 

n  =  S,  ÜQ  =  D,  a^  =  8,  ttg  =  4,  a.^  ==  1 


ist 


g{(p)  =  5  +  8  cos  (p  -\-  4  cos  2q)  -\-  cos  3 9 

=  5  -f  8  cos  cp  -f  4(2  cos^qo  —  1 )  +  (4  cos^^  —  3  cos  (p) 
=  1  -|-  5  cos  gp  +  8  cos^g;  +  4  cos^qp 

=  1  +  5^  +  8x'^  +  4x^ 
=  (1  -\-x)([  +4a;  +  4:x^) 
=^{l  +  x){l  +  2x/ 
>0 


für  —  1  ^  ic  ^  1 ,  d.  h.  für  alle  reellen  qp.     Ferner  ist 

(fp  +  «1  +  «2  +  «3    ^   18 

=  6, 
also  für  alle  ^  >  0 

2 
Übrigens  ist  sogar 

2 

Hierzu  ist  nur 

Z7<6 
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zu  beTreisen,  d.  li.  eiu  Beispiel  an/.iigeben,  wo 

«1  —«0 
ist.     Dies  leistet  die  Funktion 

(1  +  cos  9j)2(l  +  2  cos  (p)\S  +  (3  -  2  cos  tp)^) 
=  (14-  cos  (py(l  +  2  cos  g')*(l 7  —  12  cos  9  +  4  cos*  cp) 
=  (1  +  3  cos  9?  +  2  cos"9^)-(17  —  12  cos  9^  +  4  cos^qp ) 
=  (2  +  3  cos  (p  -\-  cos  2g))*(iy  —  12  cos  9  +  2  cos  2q)) 
=  (4  -}-  Ocos-gp  +  cos^2g?  -\-  12  cos  9?  +  4  cos  2 9?  +  (>  cos  9  cos  29?) 

•  (19-  12  cos  9  +  2  cos  29») 

=  (4+0  +-|-cos29)  +  -|-+  2  cos49)  +  12cos9J+4cos29J-f  3cos9;4-3cos39)) 

•  (19  —  12  cos  9)  +  2  cos  29/) 

=  (9  4-  15cos9)  +  yCos29)-1-3cos39)+  2  cos49))(19— 12cos9J  +  2cos29)) 
=  171  +  285  cos  95  +  ^f  cos  29)  +  57  cos  39^  +  2^  cos  49?  —  108  cos 9) 

—  90  —  90  cos  2  9)  —  51  cos  9)  —  51  cos  3  9?  —  18  cos  2  9)  —  18  cos  4  9) 

—  3  cos  3  9)  —  3  cos  5  95  +  18  cos  2  9)  +  15  cos  95  +  15  cos  2(p  -\-  ^^ 

-\-  jC084(p  -\-  3  cos  9)  +  3  cos  59?  +  y  cos  29)  -f-  ^  cos  69? 
=  ^Y'  +  144  cos  (f  +  72  cos  29?  +  18  cos  39;  +  l  cos  ()9? ,  - 


«0  +  «1   +  «t  +  «8  +  «4  +  «6  +  «6    _ 


324 

109 


648. 
1Ö9 


=  5,94  .  •  • . 
Es  ist  wichtig,  festzustellen,  daß 

ist.     Dies  geschieht  folgendermaßen.     Es  ist  beständig 
3  —  4  cos  9)  +  cos  29:  =  2  —  4  cos  9)  -f  2  cos^9? 

=  2(1  —  cos  95)2 

>0, 
also  bei  jedem  g((p),  welches  die  obigen  Bediii<^ungeu  erfüllt, 

TT 

0  <  /  ö'(9>)(3  —  4  cos  (f  -\-  cos  2(p)d<p 

—  n 

n 

=  /  («0  +  aiCos9)H l-a„cosy?9))(3  — 4co6  9)  +  cos29))<?9) 

—  n 

=  «Q  •  ();r  —  a^  •  4;r  +  r/g  •  :t, 
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«2  ^  4ai  —  QüQ, 

^0  +  ^1   +  '^2  ^  ^*1  ~  ^% 

=  5(ai  —  «o), 
«0  +  «1  +  «2  ->  5 


also  a  fortiori 
d.  h. 


«0  +  «1  +  «2  + V<^n.  \.  5 


«1   —  CTo 

Die  angewandte  Methode  ist  also  z.  B.  nicht  imstande^ 


:(a;)=/^^^+0te-i/-«^) 


zu  beweisen,  was  im  vierten  Teil  auf  anderem  Wege  nachgewiesen 
werden  wird. 

Es  ist  nicht  uninteressant  zu  konstatieren,  daß  5  bei  allen  Funk- 
tionen beliebigen  Grades  die  genaue  untere  Grenze  von 

«0  +  «1   +  g^2 
«1   —  «0 

ist  (nicht  aber  etwa  von 

«0  +  «1  +  «2  +  •  •;  +  M  . 

«1  —  «0  /   ' 

dazu  ist  nur  nötig,  bei   gegebenem   d  >  0  ein  g{(p)   zu   konstruieren, 

für  das 

^0  ~r  <^i  ~r  '^^  ^  f^  _L  A- 
«1  —  «D 

ist.  Unter  den  quadratischen  Funktionen  kann  man  gewiß  nach  dem 
Obigen  nicht  für  d  <^2  ein  solches  g{q))  finden-,  man  gelangt  aber 
folgendermaßen  zum  Ziel.     Es  ist  für 

0<r<  1 

^  /l  4-  r  e^^\  _  ^  /(l  +  r  cos  qp  +  ri  sin  qp)  (1  —  r  cos  gp  4-r^8iD  qp)\ 
V]^ re'f^)  ~~      \(1  —  *■  cos  qp  —  ri  sin  qp)(l  —  r  cos  qp  -}-  ''*  sin  qp)  / 

1  — r* 


1  —  2r  cos  qp  +  r- 
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also,  da  für    r  I  <  1 

(4)  \±^  =  1  +  2.^  +  2^^  +  .  .  . 

ist, 

1  +  2>-cosqr  +  '2r^cos'J(p  4-  •  •  •  >  0, 

also  wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der  Potenzreihe  (4)  auf 
dem  Kreise  \xi=r  bei  passender  ^Vuhl  der  nur  von  r  abhängigen 
Zahl  n  identisch  in  q) 

1  +  2r  cos  qp  +  2r^cos2qp  +  •  •  •  +  2r"  cos  «9)  >  0. 

Hierin  ist 

a,  +  a,  +  a,  _  1^2_r  +  2r\ 
a,  —  Oq  2  r  —  1 

Dies  hat  für  r  =  1  den  Limes  5;  r  kann  also  so  nahe  an  1  gewählt 
und  alsdann  »  so  fixiert  werden,  daß 

«.> +^± ".  ^  5  ^  ^ 
«1  —  «0 

ist. 

Durch  etwas  kompliziertere  Abschätzungen  Avill  ich  zum  Schluß 
noch  zeigen^  daß 

Z7>  5,224 
ist.     Es  ist 

—  7t 

n 

«1  =— /^(«P)  coscpdcp, 

-n 
n 

^'i  -  «0  =  ^J  i)W)  (2  C0S9P  -  1)(?9) 

—  n 
n 

g{fp){2cos(p  —  l)d(p. 

(> 
Wegen 

g{<p)  ^  0 

ist  der  Integrand  von  (5)  ^  0  im  Intervall  0  <  qp  <  — ,  sonst  <  0. 
Daher  ist 
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n 
3 

%{a^  —  ci(^)  <  f  (jW)  (2  cos  (p  —  l)d(p 

0 
n 

T  » 

=  /    "^a^,  cos  vq)  (2  cos  q)  —  \)dq) 


v  =  0 

n 


=  ^  (/,,  /  COS  v(p(2  cos  (p  —  l)d(p 

r  =  0         ^ 

n 


wo 


dj.  ==  f  cos  r(jp(2  cos  cp  —  l)dq) 

0 

gesetzt  ist.     Hierin  ist 

TT 

dQ=  f  (2  cos  q>  —  l)d(p 

0 
n      ■       71  7t 

=  2sm--y 

=  1,7320 1,0471  -  ■  • 

=  0,684  •  •  •, 

71 

3 

rZj  =  /  cos  cp{2  cos  q)  —  l)dq) 

0 

y 

=  /  (cos  2(p  —  cos  <3D  +  1)  (^^^ 
b 

sin —  sin — 

_  ^  'S  n 

~    2         i    '"  y 

=  1^3-11/3  +  ^ 
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3 
=  1,0471 0,4330 


3  *  '^ 

=  1,0471  .  •  • 
=  0,614  •  •  •, 

n 
3 

(1^=1  cos  -  95(-  COS  qp  —  1  ulcp 


0 
n 
3 


=  /  (cos  i]g)  —  cos  2^  4-  cos  (p)d(p 

0 

.    3n  .    2n  .    -x 

sin—-         sm— -         siu 

""  ~  3  2     '     r~ 

=  0-11/3 +  i/3' 

=  0,433  •••. 

Von  allen  folgenden  d^{y~^?>)  behaupte  ich 

är  <  d,. 
(Übrigens  wird  sogar 

herauskommen;  aber  das  nützt  nichts  weiter.)     Es  ist  für  r  ^  3 

n 
3 

d,.  =  /  cos  vcp  (2  cos  (f  —  V)dcp 

0 

=  /  (cosi>+  Vj(f—Q,osv(p-\-(ios{v  —  \(p)  dtp 

0 

.    (v+l):r  .    VTT  .    (v  —  l)n 

_  «^"3    _  _  ^^^  3  ^^^         3 

~         v'-\-\  V  '  V  —  1         ' 

also  für  V  ^0  (mod.  3),  v  ^  3 

^    8   ' 
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für  V  ^  1  (mod.  3),  v  ^  4 

=  11/3, 


v{v  +  \] 


=   40  ' 


für  V  ^  2  (mod.  3),  v  ^  5 

^',.=±(-¥+M 


(v  —  l)v 


yi 

^  40 


Mit  Rücksicht  auf 
folgt  aus 
weiter 


7t{a^  —  «o)  <  d^a^  +  f^^a^  +  d^a^  -f-  •  •  •  +  ^„a„ 

=  ^°4^  K  +  ^'1  +  ^2  +  •  ••  +  O  +  ^"-l^(^o  -  «i) 

-(^-^-^-^,)  («,  +  ...  +  «„), 
(:r  +  ^«^-^^)  (a,  -  a^)  <  ^^  ^«^  +  «^  +  «^  +  .  .  .  +  « J 

Nun  ist  einerseits 

andererseits  wegen 

=  üq  —  a^  -\-  tto  —  a^  -\-  ■  •  • 
a^  —  «0  <;  «2  —  «3  +  •  •  • 

<  ^2  +  «3  H K  «n- 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  17 
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Daher  ergibt  sich  weiter 

{^  +  ''•  7  "■)  (a.  -  «.) _< ^l"'  («,  +  •■•+  «J  -  C«  +  ''■  -  d,)  (.,  -  «.), 

(.T  +  ''■•  ;"■  +  ''"  t "'  -  ''=)  («,  - «.)  <"■■+'''(«.  +  •■■  +  «„)■ 


"o  H \-  »„    ->      TT  -f  f/p  —  dg 

2 


^+y'^-.  -iV^ 


Daher  ist 


=  5,2245  ••-. 
f7>  5,224. 


§  60. 

Beweis  des  Primzahlsatzes  ohne  Überschreitung  der 
G-eraden  d  =  1. 

Für  den  Beweis  des  Primzahlsatzes  ist  es,  wie  ich  jetzt  darlegen 
will,  in  Wirklichkeit  nur  wesentlich,  daß 

r(s) 
m 

auf  der  Geraden  6=1  regulär  und  für  große  t  dort  und  rechts  da- 
von (d.  h.  für  (?  ^  1  gleichmäßig) 

0(r) 

ist,  wo  z  eine  Konstante  ist,  dagegen  unerheblich,  wie  weit  links  von 
ö  =  1  eine  solche  Abschätzung  gilt,  und  auch  unerheblich,  daß  die- 
selbe sogar  O(log''0 

lautet.     Dies  alles  besagt  folgender  allgemeiner 

Satz:   Es  sei  die  Dirichletsche  Reihe  mit  reellen  Koeffi- 
zienten 


(1.) 


71  =  1 
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für  (?  >  1  konvergent.     Es  sei 

lim  inf  h^ 

«  =00 

endlich,  d.  h.  für  alle  n 

Es  sei   die    für   (7  >  1    durch   (1)    definierte    Fiinktion  f{ß)  für 
(?  =  1  regulär  nud  erfülle  für  ö^l   die  Relation 


Dann  ist 


^K 


lim  J^i__  =  0. 

Das   ist    eine   wichtige   Ergänzung    des   zweiten   Satzes    aus    dem 
§  31,  welcher  nur  liefert,  daß 

X 

yb 

lim  inf  — 

a=oo 

und 


lim  inf 

a=oo 

«  =  i 

£0 

X 

X 

lim  sup  - 

)i=i 

>0 

ist. 

Der  ausgesprochene  Satz  enthält  den  Primzahlsatz  als  ganz  spe- 
ziellen Fall;  denn  für 

h^^  =  A(n)  -  1 
ist  stets 

ferner  für  (7^1 

/(»)  =  -  ^f  -  m 

regulär  und  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

f{s)  =  0{\ogU) 
(eine  Genauigkeit,  die  bei  weitem  nicht  nötig  ist).   Der  Satz  liefert  also 

lim^-^  =  0 

X  =  tx>  ^ 

und  damit  den  Primzahlsatz. 

Dem  Beweise  des  Satzes  mögen,  um  seinen  Kern  recht  deutlich 
zu  machen,  fünf  Hilfssätze  allgemeinerer  Art  vorausgeschickt  werden. 
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Hilfssatz  1:  Die  reelle  Funktion  F{x)  sei  für  alle  a*  >  0 
definiert,  stetig  und  ^  U.  Es  sei  Fix)  für  alle  nicht  i;anz- 
zahligen  a;  >  0  differentiierbar;  für  alle  (auch  ganzzahliore) 
a;  >  0  existiere  der  vordere  Differentialquotient  F'+{x)  und 
sei  ^0.  Es  nehme  xF'+ix)  mit  wachsendem  x  niemals  ab. 
Es  sei  schließlich 


Dann  existiert 
und  es  ist 


Hm£(^  =  l 


\\n\F'^{x), 

X  =  x, 

\imF'^{x)  =  1 


also 


Beweis:    d  >  0  sei  gegeben.     Dann  ist 

iim^:^'-^:)  =  i, 

x  =  »      X-\-dX 

, .      F{x  +  dx)        .         , 
hm '-  =  1  +  ö  , 

X 

X  =  eo 

,.     F(x-\-8x)  —  F{x)       . 

a;  =  oo  ""^ 

also  für  a:  ^  I  =  |((5) 

Auf   der    Strecke    x  <C  y  <^x  -{-  8x    mögen,    wachsend    geordnet,    die 
ganzen  Zahlen  y^,  •  •  •,  y^  liegen.     Dann  ist  nach   dem   Mittel wertsatz 

F{x  +  dx)  -  F(yj  ^{x-^dx-  yJF'i^Q, 

F(yn)  -  F(,y„-r)  =  iVn  -  y.-.Wirin-.), 


F{y,)-F{y,)  =  {y,~y,)F'(in), 
F(y,)-F(x)  =  (y,-x)F'{v,), 

wo  rJQ,  r/^j  •  ■  ■,  1]^  je  einen  Punkt  innerhalb  der  betreffenden  Teilstrecke 
bezeichuet.  Wegen  des  vorausgesetzten  beständijren  Nichtabnehmens 
von  xF'+{x)  ist  für  jedes  auftretende  7j,,(t^  =  Oj  ■  ■  •?  w) 
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xF'^ix)  £  %F+(rj,)  £{x  +  dx)F',(x  +  Sx), 
xF+(x)  £  71^ F' (rj^)  <ix-{-  dx)F'+{x  +  dx), 

^F'^ix)  £  F'iri;)  £  ^±^F'^ix  +  dx), 

'iv  'Iv 

Y^sF\.{x)  £  F'M  ^  (1  +  d)F'^(x  +  dx), 

also, 

Vo  =  ^,     y«  +  )  =x-{-dx 

gesetzt,  für  v  =  0,  1,  ■  ■  -,  n 

folglich,  wenn  über  alle  diese  v  addiert  wird, 

^^r-f  d^'+^^^  =  ^^^  +  ^^)  ~  ^^^)  =  ^^^^  +  d)F+(x  +  dx), 

^_^gF+{x)  £  ~^^^~~ ~  £{1+  d)F+(x  +  dx), 

also  mit  Rücksicht  auf  (2)  für  a;  ^  |  =  |((J) 

^    ,n(a;)<H-d 


und 


1 


1  + 


(3)  bedeutet 


^<{l  +  d)F'^{x  +  dx), 
d.  h. 

•3)  F'^(x)<{l  +  dy 

und 

(4)  ^-^.<n{x  +  dx). 

limsupF;(a;)^(l  +  ö)% 

X  —  oo 

lim  sup  F+  (x)  £1] 

a;  =  00 

liminfF;f^Ä:  -\-  dx)  >  ,^, 

limiafi^;(if)^  1. 

X  =  30 

Daher  ist 

\imF+{x)^  l. 


(4)  besagt 
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Hilfssatz  2:   Es  sei 

c„  ^  ^        («  =  1,  2,  3,  •  .  .) 
und  X  eine  ganze  Zahl  ^  0.     Es  sei 

H  =  1 

Dann  existiert 

.r 
n  =  1 

und  es  ist 


«=i 


Im  Falle  A  =  0  ist  hierbei  unter  log"/  ]  der  Wert  1  zu  ver- 
stehen, auch  für  n  =  x. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  ergibt  sich:  Wenn 
(5)  für  irgendein  ganzes  A  ^  0  gilt,  so  ist 

.T 

x  =  oo        ••^ 
?i  =  1 

d.  h. 

X 

?»  =  ! 

Beweis:    Es  werde  zur  Abkürzung  für  alle  a;  >  0 

7J  =  1 

gesetzt.     Für  nicht  ganzes  ./■  ist   offenbar  F{x)    differentiierbar    und 

71  =  1 

Wenn  x  ganzzahlig  ist,  ist  für  0  <  A  <  1 

Fi,  +  /„  -  F(x)  -jj:^,^c,  (log'-  - '  f  ■■  I '')  -  log'- 1 '  (^))  ; 
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daher  ist  aucli  für  ganze  x 

X 

«=1 

X 

übrigens  ist,  wenn  x  ganzzahlig  ist,  für  0  >  A  >  —  1 

F(x  +  h)  -  FW  -  ^^^  ^'-C'^-  "('4")  -  '"«'-"'O)' 
also  der  hintere  Differentialquotient 


X    l\  ^^ 


.log^(f) 


auch  vorhanden.  Jedenfalls  konstatiere  ich,  daß  F(x)  überall  stetig 
ist.  Fix)  erfüllt  offenbar  auch  alle  übrigen  Voraussetzungen  des 
Hilfssatzes  1.     Denn  es  ist  für  alle  a;  >  0 

F{x)  >  0 
und 

ferner  nimmt 


xF;(x)--i2'<'.iog'g-) 


mit  wachsendem  x  nie  ab,  da  bei  zunehmendem  x  jedes  einem  festen  n 
entsprechende  Glied  nicht  abnimmt  und  kein  n  abhanden  kommt, 
sondern  höchstens  welche  hinzutreten;  endlich  ist  nach  Voraussetzung 

lim^-l. 

Der  Hilfssatz  1  ergibt  also 

limi^;(a;)  =  1, 

x  =  <x> 

was  gerade  unsere  Behauptung  ist. 
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Hilfssatz  3:    Es   sei   h^,  h,^,  ■    ■    eine    Folge    reeller    Zahlen 
mit   endlicher  unterer  Grenze,  d.  h. 

wo  //  eine  Konstaute   ist;   es   sei   ).   eine   ganze   Zahl  ^0.     Es 
sei  ferner  j. 

(6)  ii.^i2^^"^<''(f)  =  ^- 

^        "  71  =  1 

Dann  existiert 

X 

.r  =  oc       •^■^ 

«  =  1 

und  es  ist 

X 

lim  ^y 6   =0. 

n  =1 

Beweis:  //  darf  beim  Beweise  positiv  angenommen  werden.    Es  ist 

71  =  1  1 

1 

=  0(log'  +  ^a:)  —  X  j  log'  +  ^v    j 

X 

1 

^  X  I  log'-  + '  r  ^- 
1 

eo 

=  X I  e~"'iv'-^^dtv 

0 

=  a-r(/i  +  2) 
(7)  =^'(;i  +  i)!. 

Aus  (6j  und  (7)  folgt,  Avenn 

gesetzt  wird,  wo  stets 
ist. 
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«  =  i 
Nach  dem  Hilfssatz  2  ist  also 


°*        n  =  1 
X 


lim-  Vft   =0. 

rt  =  1 

Hilfssatz  4:  Es  sei  f{s)  eine  analytische  Funktion,  welche 
für  alle  endlichen  s  mit  dem  reellen  Teil  1  regulär  und  so 
beschaffen  ist,  daß  das  geradlinige  Integral 

l  +  ooi 

ff{s)ds 

1-ooi 

absolut  konvergiert.     Dann  ist  für  positives  x 


1+0=2 

lim  —  /  x'f(s)ds  =  0, 


Beweis:    Da 

1  +  00  /'  00 

fx'-^f(s)(h=  fx''f{l  +  ti)idt 

1  —  00  I  —  00 

wegen 

\x''f{l^ti)i\  =  \f(l-^ti)\ 

gleichmäßig  für  alle  a;  >  0  konvergiert,  genügt  es,  bei  festem   2'  >  0 
nachzuweisen,  daß 

l  +  Ti 

lim     fx'-^f{s)ds^O 

^  =  »1-7-, 

ist.     ö  >  0  sei   gegeben.     Der    Cauchysche  Integralsatz    werde    auf 
das    Rechteck    mit    den    Ecken    &  ±  Ti,    1  +  Ti    angewendet,    wo 
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0  =  0(d)  <  1  so  nahe  au  1  gewählt  sei,  daß  füi-  H<ö<l,  -T^t^T 
die  Funktion  f{s)  regulär  und 

1 

f\f{6+Ti)    d6<d, 

L-l 
1 

/'  /(ö-  TD  da  <d 


ist.     Dann  ergibt  sich  für  alle  x  >  1 

l  +  Ti  &-Ti  OJ  +  Ti 


1  +  r; 


1-  Ti 


l  +  Ti 


fx'-^f{s)ds  =  fx'-Y(s)ds  +  fx'-^f(s)ds  +  f'x'-^f{s)ds, 
-Ti  i-n  (:)-ri  k)Xri 

1  T  1 

fx'-'f{s)ds  £fiv'-'  fip-Ti)  da  +  l'x'^-U\&  +  ti)  df  +  f'x^-'fi^+Ti)  d 

kl  -T  fc/ 

r 
<2d  +  x^-'f\t\Q^ti)  dt, 


also  für  alle  rr  ^  ^  =  |  ( d) 


l  +  TI 


I  x'-'^f(s)ds    <3d, 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Hilfssatz  5:    Es   sei   v   eine   ganze   Zahl  ^2,   y  >  0.     Dann 
ist,  wenn  über  die  vertikale  Gerade  s  =  2-\-ti  integriert  wird, 

n~'       (=0  für     0<v<l, 

Kds 


I\ 


l  =  (,7?rf)-!^<"'-'/  ^"^"'  y^^ 


Für  r  =  2  hatten  wir  das  schon  im  §  41). 

Beweis:    Die  Konvergenz  des  Integrals  steht  wegen 


f 

y 

(4  +  t^)^ 


von  vornherein  fest. 

1.  Wenn  0  < // <  1  ist,  werde  der  Cauchysche  Satz  auf  das 
Rechteck  mit  den  Ecken  2  +  Ti,  '2  -\-  T  ±  Ti  angewendet,  wo  T  >  0 
sei.     Da  in  ihm 

y" 

s'' 
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regulär  ist,  ergibt  sich  bei  geraden  Wegeu 

2  +  Ti  2  +  T-Ti        2  +  T+Ti  2-\-Ti 


also 


2-Ti 

2-7'i 

-äs+J^^, 

2  +  T-Ti 

äs+Jf 

2  +  T  +  Ti 

ds, 

2  +  Ti 

fps 

2-Ti 

^T- 

jr  +   2T. 

jy  +    ^  • 

1 

r 

2  +  ooi 
2 -Mi 

4 
=  lim 

T=x 

=  0. 

2  +  Ti 

ff- 

2-Ti 

2.  Wenn  y  ^  1  ist,  werde  der  Cauchysche  Satz  auf  das  Recht- 
eck mit  den  Ecken  2  +  Ti^  —  T  ^  Ti  angewendet,  wo  T^  2  sei. 
Da  der  Integrand   in   diesem  Recliteck   den  Pol  vier  Ordnung  s  =  0 

mit  dem  Residuum  -.       ~. ,  loo"'  "  ^  y  hat,  ergibt  sich 

(v  —  1)1       ^  '  '         ° 

2  +  ri  -T-Ti  -T+Ti  2  +  Ti 

jps-^M-Uj^ßPs+ßäs+ßäs, 

2-Ti  2-Ti  -T-Ti  -T+Ti 

\       2  +  Ti  j 

/?■  d'  -  (7--!)!  l«g'"'^  I  ^  (2  +  ^)  P  +  2Tf.  +  (2  +  T)^ 


2-Ti 


2+3oi  2  +  7';" 

r'C^ö=iim  r^f/s 

J  «  r  =  oc     J  « 

log'-iy/. 


2-Ti 

2iti 


Beweis  des  Satzes  am  Anfang  dieses  Paragraphen:    Nach  Vor- 
aussetzung konvergiert 

(1)  ti 

n  =  \ 


268  ^I^     Studien  über  den  obigen  Bewein  den  Priuizalilsutzes. 


für  (7  >  1 ,  und  es  ist 
Also  ist 

(«)  T't-" 

/)  =  ] 

für  6  >  1  konvergent;  da  alle  Koeffizienten  >  0  sind,  ist  also  (8)  und 
daher  auch  (1)  für  (?  >  1  absolut  konvergent,  insbesondere  also  für 
(?  =  2.     V  sei  ganz,  ^  2  und  >  x  +  1   gewählt.     Das  Integral 

—  00  «  —  1 

1  =  1  / 1     I    <  a\  2    H  =  1 


ist  wesen 


(4  +  ^=^)- 


konvergent;  daher  ist 


2  +  00  i  _ 

jis 

2  —  oc  i  n  =  1 

konvergent  und 

2  +  ooi 


Z+OOi  Z+OOl  gp 


=2"'/ 9"^' 


rt  =  1    2  -  X  8 

ferner  nach  dem  Hilfssatz  5 


n  =  l 


H  =  1 

Andererseits  ist  das  Integral 

l  +  otj 


J  ^^J\s)ch 


wegen 

I  .t"  I  =  iC 
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0 


(f^) 


mit  Rücksicht  auf  i'  >  ^  +  1  absolut  konvergent.     Es  ist  auch 

14-00/  2-I-50J 

(10)  j^  f{s)ds  =J^  f{s)ds- 

1  —  00  i  2  —  ooi 

denn,  wenn  zuvor  der  C auch y sehe  Satz  auf  das  Rechteck  mit  den 
Ecken  1  +  Ti,  2  ih  Ti  angewendet  wird,  so  hat  auf  den  horizontalen 
Strecken  (deren  Länge  =  1  ist)  der  Integrand  gleichmäßig  für  T  =  00 
den  Limes  0.     Also  ist  wegen  (9)  und  (10) 

«  =  1  1-OCl 

Der  Hilfssatz  4  ist  also,  wenn  in  ihm 

m 

s" 
statt  f(s)  geschrieben  wird,  anwendbar  und  liefert 

1  +ooi 


lim  - -/  ; 


x>  fS$  ds  =  0, 


s 


lim  !_§;,.  log- (|-)  =  0. 

x-00      J,^  _  J^ 
Nach  dem  Hilfssatz  3  folgt  hieraus 

X 

»'  =  ~       n  =  l 

was  zu  beweisen  war. 


Vierter  Teil. 

Tlieorie  der  Zetafimktion  mit  Anwendungen  auf  das 
Primzalilproblem. 

Fünfzehntes  Kaititel. 

Die  Fortsetzbarkeit  der  Zetafiiiiktioii  in  der  ganze«  Ebene 
und  die  Funktionalgleichnng. 


§  67. 

Beweis  der  Fortsetzbarkeit  durch  sukzessive  partielle 

Integration. 

In  §  43  hatten  wir  mit  Hilfe  der,  zunächst  für  (?  >  1,  dann  aber 
auch  auf  Grund  des  Studiums  der  rechten  Seite  für  6  >0  gültigen 
Identität  , 

00  ii 

,  ,  1  "^    /        udu 

d.  h.  ^      1 

,1)    (. -  i)m  -!)-!  =  -(.-  ^)^%j^^. 

bewiesen,  daß  (s  —  V)t,{s)  für  ö  >  0  regulär  ist.    Nun  ergibt  sich  weiter 
1  1 

0  0 

also  für  (7  >  U,  da  die  Summe  links  und  die  Summe  des  ersten  Gliedes 
rechts  über  n  =  1,  2,  •  •  •  konvergiert, 

'V    /'^_^^"_    =  i  "V  — i^    4-  —  ^  "V    r    "'^" 

n  =  1    0  "  =  1  «  -  1    0 
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Nun  ist  die  zweite  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  für  (?  >  —  1 
konvergent  und  zwar  für  ^  >  —  1  +  d  ( d  >  0)  gleichmäßig,  da 

1 


0 


u^du         ^      1 


»  +  2     —  ^fr  +  2 


ist;  das  zweite  Glied  stellt  also  eine  für  ö  >  —  1  reguläre  Funktion 
dar,  sein  Produkt  mit  —  (.s-  —  1)  *'  also  ebenfalls.  Das  erste  Glied 
rechts  in  (2)  ist  i(^(,+  l)_l)^ 

also  für  (;  >  —  1  nach  dem  Früheren  regulär  bis  auf  den  Pol  erster 
Ordnung  s  =  0.  Sein  Produkt  mit  —  (s  —  Ijs  ist  also  für  ^  >  —  1 
regulär.     Aus  (1)  und  (2)  folgt  daher 

CO  ^ 

/oN    /        i\/c/x      i\      -I           («^1')«/!^/     ,1-       1\      (s  — l)s(s+l)  "^  /      n"'du 
(3)    (.-l)a(s)-l)-l=^-^     2   •     a(5+l;-l) 2— -2^^(,  +  ,^' 

WO  die  rechte  Seite  für  (?  >  —  1  regulär  ist.  Damit  ist  g(s)  bis 
(?  =  —  1  fortgesetzt  und  bewiesen,  daß 

(^•-i)e(5), 

also  auch 

für  (?  >  —  1  regulär  ist. 
Weiter  ist 

1  1 

0  0 

also,  zunächst  für  ö  >  —  1,  die  in  (3)  auftretende  Summe 

«  =  1  0  «  =  1  0 

Die  Summe  rechts  stellt  wegen 

1 


/< 


,/■ 


u^du 


(n  +  <  +  ^ 


<    ' 


(T+3 


« 


n 
eine  für  (?  >  —  2  reguläre  Funktion  dar,  das  Produkt 


^-"f  +  '^  i(£(s  +  2) -  1) 
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ebenfalls  (da   die   kritische  Stelle  —  1  nicht  schadet),   das  erste  Glied 
der  rechten  Seite  von  (3) 

-^^(Efc+1>-1)  . 

nach  dem  selion  Bewiesenen  ebenfalls;   also   ergibt   sich   für   ö  >  —  2 
die  Existenz  von  (s  —  1)^(5)  und  die  Formel 

_  {s—  l)s(g+  l)(&  +  2)    5(^    f "'du 

71  =  1   0 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält   man,   zunächst  in 
der  Halbebene  (J  >  1,  für  jedes  r/  =  1,  2,  •  •  •  die  Identität 

Hs-l)a.S-l)-l fcli^(5(s  +  l)-l)-<'^-il|&±I^(5(s  +  2)-l) 

&=ai<^ÄÖ±5(S(.+3)--l)-...-?-ry-^+*(S(.+j+l,--l) 


(4) 


Wenn  nun  die  Regularität  von  (s  —  l)^(s)  für  6^  —  q  schon  be- 
wiesen ist,  so  stellen  in  (4)  für  (7  >  —  g-  —  1  alle  Glieder  der  rechten 
Seite  reguläre  Funktionen  dar.  Denn  t,  kommt  rechts  nur  mit  solchen 
Augumenten  vor,  deren  Abszisse  für  (?  >  —  g  —  1  größer  als  —  q  ist; 
jedes  ^  hat  das  um  1  verminderte  Argument  als  Faktor,  und  außer- 
dem stellt  das  letzte  Glied  in  (4)  wegen 

i'  +  -du 


/*      xi^       du       \  ^         1 

J  (n  + «)'  +  !'  +  *  I  --=-  'i^'^'^"= 


eine  für  ö  >  —  g  —  1  reguläre  Funktion  dar.  [s —  l)^(s)  ist  also  für 
<J  >  —  q  —  1   regulär. 

Damit  ist  durch  vollständige  Induktion  bewiesen,  daß  (s— 1)^(6') 
eine  ganze  transzendente  Funktion  ist. 

Also  ist  auch 

eine  j^anze  transzendente  Funktion. 
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§68. 
Andere  Darstellung^  des  obigen  Beweises  der  Fortsetzbarkeit. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  eingeschlagene  Weg  ist  der  natür- 
lichste, der  zur  Fortsetzung  von  ^(s)  in  der  ganzen  Ebene  führt;  ich 
habe  ihn  schrittweise  ausgeführt.  Der  Beweis  läßt  sieh  auch  so  dar- 
stellen, daß  er  nur  eine  einzige  Formel  entwickelt  und  aus  ihr  suk- 
zessive Schlüsse  zieht. 

Nach  dem  binomischen  Satz  ist  für  n  ^  2  und  alle  komplexen  s 

1 L  =.J_  u^_  ir^^-^Lil 

(„_l)-'-i        ^*-i        ^^-1    \\'         nj  ^1 

=      ^      ('-^  +  (ir-  ^)J  J_  4.  (g-l)g(g-f  1)    l_    . 
^s-i  \    n      '^        2!       n^  ~^  3!  n^  ~^  '  ' 

=  IZli.  i     ,     is  —  l)s  _1  (s—i)s{s  +  l)  _1 

11  .s  "T"  9  1  .5  +  1    "^  R I  s  +  2    ~^ 

Für  <?  >  1  ist  die  Summe  der  linken  Seite 

1^  1 

über  n  =  2,  3,  •  •     konvergent  und  =  1 ,  also 

1    =  y/^-l  ±     I     {S-1)S        1  (.g-l.g(s+l)        1  ,  \ 

^\    V.     n"  "^        2!       „*•  +  !     •  3!  „«  +  2  ^  "  '  'J 


00  CO 


/1  ^       _  V  V ''"^  -!)«_:•  ■^±±-  ^  ^_ 

^    ^  ^  ^  te  +  l)!  W'  +  ^ 

71  =  2    v  =  0 

Ich    behaupte,    daß,    wenn    man    die    rechte    Seite    von    (1)    als 
Doppelreihe 

n,q 

auffaßt,   sie  für  ^  >  1   absolut   konvergiert,   so    daß    insbesondere   aus 
(1)  folgt: 

^  ^is-l)s.--{s-\-(i-l)  -y     1 
Zj  (ry-fl)!  J^n'-^'i 

?=0  n=2 

7  =  0 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  18 
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Hierzu  ist  es  hinreichend,  die   Konvergenz  von 

^^iß—-i)S---{ß-\-<l—l)      ^      1 
7  =  0  n  =  2 

ZU  beweisen,  und  diese  ergibt  sich  aus 


nebst 


(9+1)! 

= 

S! 

= 

\s- 

•  (-;)(- 

-ir 

00 

l.,< 

1 

2"  + '' 

00 

r  du 

2 

= 

1 

2" +  7 

.     1 

1 

^(T+g-l 

2'^  +  !?-i 

< 

1 

21+2 

^«—12« 

< 

^■+ 

1        1 

ö  —  1  2'/ 

G 

1 

C—  ] 

-2'' 

da  hiernach 

\{s-i)s-.-{s-^q-i)  ^   1  0    c-W-'V-iy 

«  =  2 

ist,  wo  die  Summe  der  rechten  Seite  über  alle  q  konvergiert,  weil 

i;(-j'')(-i)'  =  (i-ir' 

.y  =  0 

eine  konvergente  Binomialreihe  ist. 
Aus  (2)  folgt  nun  für  a  >•  1 

1  =  (s  -  mis)  - 1)  +^'^^^^)^±i^i^(us  +  7)  - 1), 

(3)    (.  -  l)(^(.s)  -  1)  -  1  =  -^'^'"'^'(y+y!^^^  (^(^  +  3)  -  1) . 

7-1 
Allgemein  sei  schon  bewiesen,  daß  (s  —  l)^(s)  für  6^  ~  a,  wo 
a  =  —  1   oder  =  0  oder  positiv-ganz  ist,  regulär  ist.     Dann  wird  (3) 
lehren,  daß  (s  —  l)^(s)  für  <?  >  —  a  —  1   regulär  ist. 
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In  der  Tat  ist  ziinäclist  klar,  daß  jedes  Glied  der  rechten  Seite 
für  (?  >  —  a  —  1  regulär  ist,  da  alle  auftretenden  Argumente  von  ^ 
größer  als  —  a  sind  und  t,{s  +  </)  jedesmal  den  Faktor  s  -\-  q  —  1  hat. 
Ferner  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
von  (3)  in  dem  endlichen  Gebiet 

6  >  —  a  —  1,     j  s  I  <  r, 
wo  /■  >  0  fest  ist,  gleichmäßig  konvergiert.   In  der  Tat  ist  für  ^^  >  a  +  2 


t{s  +  g)  -  1 1  = 


^  n'  +  'i 

n  =  2 


<     '     +  C-A^ 


a  +  3 


2?      ^ 

also 


(g(s  +  g)  -  1)    ^  (r  +  1)^ 


)a  +  3 


=  2«^^(>-+l)(7)(-i/, 

wo  die  rechte  Seite  das  allgemeine,  von  s  unabhängige  Glied  einer 
konvergenten  Binomiah'eihe  darstellt. 

(3)  lehrt  also  durch  vollständige  Induktion,  daß  (s  —  l)^(s)  eine 
ganze  transzendente  Funktion  ist. 

Aus  (3),  aber  auch  schon  aus  der  Formel  (4)  des  vorigen  Para- 
graphen, ersieht  man  durch  vollständige  Induktion,  daß 

^U),  t(-  1),  ^(-  2),  •  • . 

rationale  Zahlen  sind.     In  der  Tat  ergibt  ():>)  für  s  =  0 

18* 
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-  (5(0)  -  1)  -  1  =  I, 
^(0)  =  -  i, 

alsdann  für  6  =  —  1 

-  2{U-  1.'  -  1)  -   ^  2 

-2S(-l)  +  l  =  f-i, 


1 

alsdann  für  s  =  —  2 

-3a(-2)-l)-l 

-     ^-^r^\    /.     1)     ^-'\'^^-'\    1    D- 

(_3)(-2)(-l) 
•24 

-3S(-2)  +  2  =  ^/-|  +  | 

_  9 

—  j 

^(-  2)  =  0 

USW.  Hier  begnüge  ich  mich  damit,  darauf  aufmerksam  zu  macheu, 
daß  sich  so  t,{ —  a)  für  ganzes  rt  ^  0  sukzessive  als  rationale  Zahl 
ergibt.  Den  independeuteu  Ausdruck  werden  wir  später ^^  auf  be- 
quemerem Wege  herstellen. 


§69. 

Eine  Hilfsformel  aus  der  Theorie  der  Thetafunktiouen. 

Auf  viel  künstlicherem,  aber  weiter  tragendem  Wege  läßt  sich 
die  Fortsetzbarkeit  durch  eine  andere  Methode  erweisen,  welche  zu- 
gleich eine  wichtige  Funktionalgleichuug  zwischen  i,{s)  und  ^(1  —  s) 
liefert.     In  dieser  Funktionalgleichung  wird  sich  der  Quotient 

m 

als  durch  die  klassischen  analytischen  Funktionen  ausdrückbar  heraus- 
stellen. 

In  diesem  Paragraphen  schicke  ich  den  Beweis  einer  Identität 
voraus,  welche  eigentlich  in  die  Theorie  der  linearen  Transformation 
der  Thetafunktionen  gehört,  aus  der  (wie  überhaupt  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen)  ich  nichts  voraussetze. 

1)  In  §  70. 
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Da  es  genau  dieselbe  Mühe  macht,  beweise  ich  die  Identität 
hier  gleich  in  einer  etwas  allgemeineren  Fassung,  welche  erst  bei 
späterer  Gelegenheit  zur  vollen  Anwendung  kommen  wird. 

Ich  brauche  hier  für  alle  a^  >  0  die  Identität 

1  +  22:^-""=    '11  +  22'«"). 

a.  h. 

(1)  '2'~""'  =  yi    2'~~ 

ft  =  —  CO  n  —  —00 

und  beweise  gleich  allgemeiner  den 

Satz:    Für  alle  ic  >  0  und  alle  reellen  a  ist 

(2)  ^  ^-{u  +  aT-nx  ^     1        2^6    ^C0s(2MJra). 

«  =  —  00  ji  =  —  00 

]/x  bedeutet  natürlich  hierin  den  positiven  Wert,  und  (1)  ist  für 
a  =  0  in  (2)  enthalten.     Die  (absolute)  Konvergenz  beider  Seiten  von 

(2)  ist  von  vornherein  klar. 

Beweis:  Die  Behauptung  (2)  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

00  ao  7t 

^ — 1  1  „      X.   1     "" " 2nrtia 

7i  =  — »  '  «  =  —  00  ^ 

denn  die  rechts  hinzugefügte  Summe 


^^  e      ^  i  sin (2nxK) 


verschwindet  natürlich,  da  der  Summand  eine  ungerade  Funktion  von 
n  ist. 

Wenn  s  =  6  -\-  ii  eine  komplexe  Variable  ist,  ist 

—  nxs'-  —  irtaxs 

e 
eine  ganze  transzendente  Funktion  von  .5,  also 

—  nxs-  —  2naxs 


27iia 


e       —  1 

eine  meromorphe  Funktion  von  s,  welche  alle  ganzen  Zahlen  s  =  n 
(und  nur  diese)  zu  Polen  hat,  und  zwar  ist  s  =  n  ein  Pol  erster  Ord- 
nung mit  dem  Residuum 


1         —  n-  nx  —  2nnax 
2  ni  ^  ' 
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das  ist,  abgesehen  vom  Faktor  „     .,  das  allgemeine  Glied  der  zu  unter- 

suchenden  Reihe  auf  der  linken  Seite  von  (3);  den  Wert  dieser  linken 
Seite  nenne  ich  ^\x). 

Die  Anwendung  des  Cauchy sehen  Integralsatzes  auf  das  Recht- 
eck mit  den  Ecken  iN"+  |-  +  /,  —  (iS^+  ^)  +  i,  wo  N  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  ergibt  also  bei  Integration  im  positiven  Sinne 


/ 


ds  =  >  e 


11  =  —  A 


Die  rechte  Seite  konvergiert  für  N  =  oc  gegen  5i(.r).  Ich  behaui)te, 
daß  die  Integrale  über  die  senkrechten  Rechtecksseiten  jedes  einzeln 
den  Limes  0  haben  und  daß  über  jede  horizontale  Seite  einzeln  vom 
Unendlichen  ins  Unendliche  integriert  werden  kann.  In  der  Tat  hat 
erstens  jede  der  senkrechten  Strecken  die   Länge  2,  und  wegen 

•inis  _     tini{N+{)     -int 


-2.7/ 

=  —  e 


ist  auf  jeder  senkrechten  Strecke  (s  =  +  {N  -\-  \)  -\-  ti,  —  1  <  ^  <  1) 

^-nx>^-inaxs  I         g_;r:r;H{(±(.V+4)+/i)'}  +2«a.rOV4-|) 

^     -nx[XJr\f-\-nxf^->rin\ax{N+\) 
^     —7tx.\-  +  nx  +  2n  a  x{X+i,) 

was  unabhängig  von  t  ist  und  für  N  =  oo  zu  0  strebt,  so  daß  der 
Integrand  gleichmäßig  gegen  Null  konvergiert,  also  die  senkrechten 
Integrale  gegen  Null  konvergieren.  Zweitens  ist  das  Integral  über 
die  Geraden  ^  =  +  1  von  ö  =  —  oo  bis  a  =  co  konvergent  (sogar 
absolut),  weil  dort 

- nxo'' +  nx  +  2n  a  x  n 

<^ ,-  für  /=  1, 

1  —  e" 


1 


»-8« 


ist.     Daher  ergibt  sich  bei  geraden  Wegen 


/'  —nx»-  —  2naxs  /*— «xr"  — 2«a 

(4)  SI(^.J'——     äs-J'   ^,^-^ 


nxr^  —  2fiaxs 

ds. 
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Im  ersten  Integral  ist 

\e 

also 

—  oo 

n  =  -l 
„— nxs- —  27taxs  -v'  i 

71  =  —  1 

Die  gliedweise  Integration   dieser  geometrischen   Reihe   über  die  un- 
endliche Gerade  ist  gestattet,   da   die   Summe    der  absoluten  Beträge 


X^-' 


,    «  \  „— 7txs-  —  27iaxi 

xs-  —  27taxs\    2nn   \e 


< 


■  jt X o-  +  71  x  +  2  7t  \a\  X  \a\ 


„2  71 


ist,  also  von  (?  =  —  oo  bis  ^  =  oo  integriert   werden  kann.     Also  ist 

■  —  27t{a  X—  ni)i 


/„—7lxs-  —  27taxs  ^— ,  f* 


ds. 

n  =  -  1 


Ebenso  ergibt  sich  für  das  zweite  Integral  in  (4),  da  dort 

|g2rtj«|   __  g—27t 

also 


*■*  -  1  ^ 


«  =  0 

ist, 


00 +  i 

xifi —  27t{ax— ni)s  ,1  o 

Zusammengefaßt  ist  also 


/—7txs^~2naxs  ^  -t  /* 


ß( 


\{X)  =^         I  e-'^^^^-STrCfta;-««)«  ^g^ 
»  =  -~  — oo  +  i 

WO  für  w  <  0  das  untere,  für  n  ^  0  das  obere  Zeichen  gilt,  also 

(5)  ß(^)=2^^'^"    ^\j^ 


«  =  —  00 
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Ich   behaupte,   daß   alle   in   (ö^   auftretenden   Integrale   denselben 
Wert  haben.      In  der  Tat  hat  jedes, 

,  ni 

X 


gesetzt,  die  Gestalt 

(»))  I  e-'^^'^du, 


wo  t(  eine  horizontale  unendliche  Gerade  der  »-Ebene  von  links  nach 
rechts  durchläuft.  Das  Integral  (6)  ist  von  der  Ordinate  dieser  Ge- 
raden unabhängig;  denn,  wenn  der  Cauchysche  Satz  auf  das  Recht- 
eck mit  den  Ecken  +  iv  -f  fii,  +  w  -j-  ^2«  angewendet  wird,  wo  ir  >  0 
ist,  so  hat  bei  festen  t^,  t^,  wenn  w  unendlich  wird,  der  Integrand 
auf  jeder  der  beiden  senkrechten  Rechtecksseiten  mit  den  Abszissen 
+  tc  von  endlicher  Länge  (  ^j  —  ^2  )  gleichmäßig  für  tv  =  00  den 
Limes  0,  wegen 

\  ß-nxi+W+ti)"-  \    __    ß-7tXW^  +  TlXt^ 

^   ,,— 7ra;it'-  +  ;rx(Max.(7,  ,   /^  ))* 

Also  ist  jedes  der  unendlich  vielen  Integrale  in  (5)  gleich  dem  reellen 
Intesral 


e  au  =  —zz     Je       dv 


-n2 


(5)  liefert  also 


2        /'    -r-    -. 

—  -    1  e       dv 

'%X*J 
0 

so 

^    I  e     z   -  dz 

nx  J 
0 

y-nx 
_    1 

■}/x 

>     ^    71  =  -  00 


na" X  ^ — <    —  7i'      —'innia 


^         na' X  ^— — » 
^X 


=  -^e      ^c 


womit  (3),  also  (2)  und  (1)  bewiesen  sind. 
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§  70. 
Beweis  der  Funktioualgfleichung  der  Zetafiinktiou. 

Satz:  Es  ist 


s(s-l) 


r 


(|)."^e(s)  =  §(^) 


eine  ganze  transzendente  Funktion  und  genügt  der  Funk- 
tionalsfleichuncr 

^(1-5)  =  ^(5). 

Beweis:  Für  reelle  s  >  0  ist 

0 

also,  wenn  n  positiv  ist, 

0 

/—  li-  nx  —  1 

e  {iii^'jixY      n^Tidx, 

0 

1  /«\        —  f*    —  n"-  7t  X      1 

(1)  i^(0^       "=]'  *■'  ^^- 

0 

Wenn  s  >  1  ist,  ist  die  Summe  der  linken  Seite  von  (1)  über  n  =  1,  2,  •  •  • 
konvergent,  also  auch  die  Summe  der  rechten  Seite.  Da  alle  Elemente 
positiv  sind,  darf  rechts  die  Summation  mit  der  Integration  vertauscht 
werden,  und  es  ergibt  sich  für  s  >  1 

0  .  "  =  i 

also,  wenn 

^C  =  CO  (x) 

n  =  1 

gesetzt  wird, 

ri^Tt    ^  ^{s)  =  I  X'      co(x)dx 


0 

1 


=  I  X'       co{x)dx  -\-   i  x"^       co(x)dx. 
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Nun  ist  nach  der  Formel  (1 )  des  vorigen  Paragraphen  für  o*  >  0 

1 

also,  wenn  dies  in    f    eingeführt  wird, 


ü 
1 


r{iy^t(s)  =p-'(  ^0,(1)  -  i  +  ^  -  .)rf,,-  +/,,i-o(.,)rf^-, 


0 

folglich,  da  die  Integrale 


1 
/  x^     dx  =  — 


und 


1 

/x^      ~-dx  = — 
Vx             «       1 

»  2~2 


2 


s—  1 


existieren, 
r{iykis)  =  -  I  +  ji^  +fxi"co{^)dx  +Jx^~'a>{,x)dx 


0 

1 


s{s 


oo  1 

oc 

(2)  r(|);r"^e(^)  -  ,^,^)  =J(a;^"'+  a:^"%(:r)r7rr. 

1 

Dies  gilt  für  reelle  s  >  1.  Ich  behaupte  nun,  daß  die  rechte 
Seite  von  (2)  für  alle  komplexen  s  konvergiert  und  eine  ganze  trans- 
zendente Funktion  darstellt;  damit  ist  dami  zunächst  u.  a.  die  Fort- 
setzbarkeit  von  ^(5)  in  der  ganzen  Ebene  von  neuem  liewieseu. 

Zunächst  ist  klar,  daß  für  jedes  feste  endliche  ?j  >  1  das  Integral 


(3) 


,1  \x  ^        +  x^     ) (o(x)dx 
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eine  ganze  transzendente  Funktion  von  s  ist;  denn  es  ist  der  Inte- 
grand  die  ganze  Funktion 

/Jj-«.-  i-_l\  --1  _-  —  Iowa: 

\x  ^        +  x^      )  co(x)  =  e    "^        X    '^  €0  (x) -{- e^    "    x~^c}(x) 

00 

=  ^  -1 1  (—  i  ^°§  ^y  a;~  "2  09  (x)  +  ij  log  x)"  x~  ^  03  (x)  I , 

«  =  0 

und  die  Integration  nach  x,  welche  (wegen  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz für  l^x^rj)  gliedweise  gestattet  ist,  ergibt  als  Koeffizienten 
von  s" 

—  /  i{— ^  log  xyx~'^ CO (x) -\- (i  log  x)"x~^ CO (x)\dx , 


n 
1 


was,    wenn  Ä    eine    obere  Schranke    für    co  (x)    im    Intervall  (!■••?;) 
bezeichnet,  absolut  genommen 

*^  n\ 

ist,   also  absolut  kleiner   als   der  Koeffizient  einer  beständig  konver- 
genten Potenzreihe. 

Andererseits  ist  in  jedem  endlichen  Gebiet  der  .5-Ebene  das  Inte- 
gral in  (2)  die  gleichmäßige  Grenze  des  Integrals  (3)  für  t]  =  oo,  da 
ja  in  jenem  endlichen  Gebiet  für  alle  x^l 


X  "^         -\-  x'^ 


(a  konstant)  ist  und 


^  X    ^  -{-  x'^ 
<2a;« 


weacen 


/  2x'^03(^x)dx 

1 

00 

CO  {x)  <  ^e 


=  1 

1 

nx 


konvergiert. 

Daher  ist   die  rechte  Seite   von   (2)   eine  ganze  Funktion  von  5, 
also  auch  die  linke  Seite 
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da  nun   die  rechte  Seite  von  {'2)  ersiclitlicli    ungeändert   bleibt,   wenn 
.s  durch  1  —  s  ersetzt  wird,   so  gilt  dies  auch   von   der  Funktion  (4j, 

also,  da  ,         ^  ,  /^        ,\ 

'  s(s  —  1 )  =  —  8(1  —  s) 

die  gleiche  Eigenschaft  hat,  von  der  ganzen  Funktion 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Was   bedeutet  er  für   ^s)V     Zunächst,   daß   g(s)   meromorph   in 
der  ganzen  Ebene  ist  und  der  Funktionalgleichung 

(5)  r(^^'his)=-r{^-')^''\a-s) 

genügt.     Ferner,  da 

Ad 


ist  und 


1  1 

-ITT' 


eine  ganze  Funktion  ist,  daß 

{s-l)t{s) 
ganz  ist. 

Weiter:  ^(s)  verschwindet  bekanntlich  nicht  für  ö  >  1,  die  rechte 
Seite  von  (5)  also  nicht  für  6  <  0,  da  die  Gammafunktion  nirgends 
verschwindet;  also  verschwindet  auch  die  linke  Seite  nicht  für  (5<0. 

Dort  hat  rl'l)  die  Pole  erster  Ordnung  s  =  —  2,   —  4,  •  •  •,  allgemein 

—  2q  (q  positiv-ganz).  Das  sind  also  Nullstellen  erster  Ordnung  von 
^(s),  und  ^(.s-)  hat,  da  die  linke  Seite  von  (5)  nicht  verschwindet,  sonst 
keine    Nullstelle    in    der    Halbebene    (?  <  0.     Außer   den    Nullstellen 

—  2q  gehören  daher  alle  etwa  vorhandenen  Nullstellen  von  ^(a)  dem 
Streifen 

(J  ^  (?  ^  1 

an.  Der  Punkt  s  =  ()  ist  keine  Xallstelle,  da  sonst  die  linke  Seite  von 
(5)  dort  regulär  wäre,  was  für  die  rechte  Seite  nicht  zutrifft. 
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Übrigens  wissen  wir  aus  §  45,  daß  für  jede  Nullstelle 

(?<1 

ist;    die   Funktionalgleichung   (5)    lehrt   also,    daß    für  jede   von    den 
Nullstellen  —  2q  verschiedene  Nullstelle 

0<ö<l 

ist.     Doch  ist  diese  Kenntnis   für  die  nächstfolgenden  Betrachtungen 
ohne  Nutzen. 

Ich  erwähne  noch,  daß  für  0  <  .s  <  1  wegen 

/i  =  1    0 


s 


^1     /         udu 

n  =  1     0 


oder  auch  wegen 

2.V     I     3.. 


l-2'-^)i(s)  =  l-'^+  ' 


>o 

die  Funktion  ^{s)  negativ,  also 

m  +  0 

ist.  Die  etwaigen  Nullstellen  des  Streifens  gehören  also  dem  Inneren 
der  oberen  oder  unteren  Halbebene  an. 

Die  Funktionalgleichung  (5)  läßt  sich  auf  Grrund  bekannter  Eigen- 
schaften der  Gammafunktion  in  eine  bestimmte  andere  Form  überführen: 

Satz:    Es  ist 

ta-s)^^OOB'l-ris)tis). 

Beweis:    Bekaniitlich  ist 

r(s)r(i-s)  =  -.-— 

^  ^      ^  ^        sin  TT  s 

und 

r(s)r{s  +  1)  =  2]/^  ■  2-''r(2s)- 

also  ergibt  sich  aus  (5) 


sm    TT — - —       1 

=  r(i,)r('±')-L_AJ„.-5(,) 
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STt 

Mit  Hilfe  dieser  Funktionalgleichung  will  ich  den  AVert  von  ^(s) 
für  negative  ganze  s  bestimmen,  von  dem  wir  übrigens  scliun  aus 
v?  08  wissen,  daß  er  rational  ist.  Für  gerades  negatives  5  hatten  wir 
schon  oben  Null  gefunden;  für  s  =  —  (2q  —  1),  wo  q  ganz  und  </  ^  1 
ist,  ergibt  sich 

t{-  {2q  -  D)  =  ^(1  -  2q) 


{2n) 
Nun  ist  bekanntlich,  wie  z.  B.  aus 

30 

sins  =  .'J7(l-  JnO' 

n  =  l 

d     . 

^     8111 S 

ctgs  =    — . 

'^  sin  s 


=  :+^ 


—  2g 


7^1     1 


««i2 


TT*« 


,V       1 


/)  =  ! 


1 


s 
1  1  — 

■x'n 


w-i) 


,y=l  •'  /,  =  1      *' 

in  Verbindung  mit 
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1--2T  +  --- 
ctg  s  =  ., 

=  y  +  A^s  +  ^gS^  H (ü  <  j  s  ;  <  :jr) 

durch  Koeffizientenvergleichung  folgt, 

00 

11=  V 

eine  rationale  Zahl,  welche  mit 

(2  2)! 

bezeichnet    zu   werden   pflegt,   wo  B,^    die   gte   Bernoullische   Zahl 
heißt;  daher  ist 


^H^         ^  ^    ^        -^'      (22)! 


d.  h. 


22 


127 

t(-  3)  =  f 
__    1 

120  7 
L 

42 


6 
_     1 

252? 

1 
30 

8 

] 
240 


USW. 


§71. 
Einführung  der  Funktion  Si^)- 

Wird  in  der  ganzen  Funktion  ^(s)    statt  .->    eine   neue   komplexe 
Variable  2  durch  die  Gleichung 
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eincreföhrt  und 

gesetzt,  so  tielit  wefjen 

die  Funktioualgleichuug 

in 

über,  (1.  h.  S(s)  ist  eine  gerade  ganze  Funktion 

Was  wissen  wir  über   die  Nullstellen   von  ^(s),   d.  h.  von  S(/)'^ 
Wegen 


s{s-l) 


r[l):t    't{s)^m 


2 

ist  jede  Nullstelle  von  ^(s)  Nullstelle  eines  Faktors  links.     F(    );r     ^ 

hat  keine  Nullstelle;  weder  *•  =  0  noch  s  =  1   ist   eine  Nullstelle  V(m 

i,(s),   da   ri'A  bzw.  ^(s)  dort  einen  Pol  hat;  die  negativen  Nullstellen 

(erster  Ordnung)  —  2q  von  ^{s)  auch  nicht,  da  r('\  dort  einen  Pol 

hat.  Resultat:  Die  Nullstellen  von  |(.s)  sind  identisch  mit  den  dem  Strei- 
fen 0  ^  ö  ;<  1  angehörigen,  übrigens  nicht  reellen  und  nicht  auf  dem 
Rande  des  Streifens  gelegenen  Nullstellen  von  ^(s)-^  natürlich  tritt 
jede  mehrfache  Nullstelle  in  derselben  Vielfachheit  bei  beiden  Funk- 
tionen auf     Insbesondere  ist 

d.  h. 

«0  =  Ä(0)  +  0. 

!S{z)  hat  also  nur  nicht  rein  imaginäre  Nullstellen  z^,  deren  ima- 
ginärer Teil  zwischen  —  ~  und  l  liegt  (sogar  exkl.  der  Grenzen),  und 
die  Nullstellen  s^  von  ^(s)  im  Streifen  0  <  ö  <  1  sind  eben  die  Punkte 

Ob  es  imn  wirklich  Nullstellen  von  S{z),  d.  h.  nicht  negative 
Nullstellen   von   ^(s)  gibt,  werden  wir  bald  entscheiden. 
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Vorläufig  begnügen  wir  uns  damit,  festzustellen,  daß  S'(^),  d.  h. 
|(s),  jedenfalls  nicht  konstant  und  auch  keine  ganze  rationale  Funktion 
ist.     Denn  in  diesem  Falle  wäre  für  ein  gewisses  m   bei  positivem  s 

es  ist  aber  für  s  >  1 


>  — ^— — -Je     w       an- 7t       1 


-u      r-1 


>  -^—- — -  I  e     u       du  •  7C 


>  ^ — -  s^       f  e     du'jt 


s  —  1    '^   ~^    ~i; 
2       S^e      ^     ' 

log  (»•  -  1)  -  log  2  +  —  log  «  -  s  - 

--log/r 

e 

was  s"*  von  einer  gewissen  Stelle  an  übertrifft. 
In  oo 

n  =  0 

sind  also  unendlich  viele  a^^  von  Null  verschieden;  wird  noch 

z^  =  X  * 

gesetzt,  so  geht  S'(^)  in  eine  ganze,  nicht  rationale  Funktion  von  x 
ober:  ^^^^  _  g^^^^ 

«  =  0 

Ich  bemerke  noch,  daß  die  a^^  sämtlich  reell  sind.     In  der  Tat  ist 
also  speziell  für  reelles  v 

da   andererseits   i,{\-\-vi)    zu   %{^  —  vi)  konjugiert   ist,   ist  ^(i  +  vi) 
reell,  folglich  ^{ß)  für  reelle  s  reell. 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  19 
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§  T2. 

Anderer   Beweis   der  Portsetzbarkeit   der  Zetafunktion  über 
die  ganze  Ebene  und  der  Funktionalgleicliung. 

Im  all<;emeineu  gebe  ich  für  alle  auftretenden  Sätze  nur  einen 
Beweis  und  werde  z.  B.  für  den  Primzahlsatz  sowohl  den  Ha  dam  ard- 
sehen als  auch  den  de  la  Vallee  Pous sin  sehen  Beweis  unerwähnt 
lassen;  aber  wegen  der  Wichtigkeit  der  beiden  Grundeigenschaften 
der  Zetafunktion  und  wegen  der  Einfachheit  des  Folgenden  will  ich 
hier  noch  je  einen  anderen  Beweis  derselben  angeben;  namentlich 
der  für  die  Fimktionalgleichung  ist  sehr  interessant,  weil  er  zwar 
länger,  aber  durch  Vermeidung  der  Thetaformel  elementarer  ist  als 
der  im  §  70  gegebene. 

Anderer  Beweis  der  Fortsetzbarkeit:    Für  •>  >  0,  m  >  0  ist 


r(s)  =  Ce-'xf-'^dx 

0 

=     e~"^(nxy~^ndx, 

0 

^  =  ~  fe-'^'x'-^dx, 


0 

also  für  i>  >  1   bei  Summation  über  n,  da  alle  Elemente  positiv  sind, 

00 


V»  —  i  Q  7i   =   1 


-«- 1 

dx. 


0 

Das  Integral  konvergiert  offenbar  in  jedem  endlichen  Gebiet  der 
Halbebene  (J  >  1  gleichmäßig;  das  Integral  stellt  also,  da 


»y    e  —  1 


offenbar  für  ö  >  1  regulär  ist,  eine  für  (5  >  1  reguläre  Funktion  dar. 

ist  eine  ganze  Funktion;  also  ist  (1)  für  <>  >  1  gültig^^.  Um  ^(.">") 

fortzusetzen,  ist  es  nur  nötig,  die  für  ö>  1  durch 

1)  Was  auch  direkt  festgestellt  werden  kann,  wenn  man  die  Integral gestalt 
der  Gammafunktion  auch  für  komplexe  s  der  Halbebene  ö>1  verwendet. 
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00 


-dx 

0 

definierte  Funktion  fortzusetzen.     (Natürlich  soll  herauskommen,  daß 
diese  Funktion  in   der  ganzen  Ebene  meromorph  ist   und  in  jedem 
von   1,  0,  —  1,  —  3,  —  5,  •  •  •   verschiedenen  Punkte  regulär  ist.) 
Für  0>  1  ist 

00  1  CO 

I  dx  =  I dx -{-  I dx . 

J    e-^'  — 1  J    e*  — 1  J    e""—! 

0  0  1 

Hierin  konvergiert  offenbar 

00 

(2)  /-£>^ 

1 

für  alle  s  und  ist  in  jedem  endlichen  Gebiet  die  gleichmäßige  Grenze 
der  ganzen  Funktion 

/  ^ ^^ 

1 

für  7]  =  oo.     (2)  stellt  also  eine  ganze  Funktion  dar. 
Nim  ist  für  0  <i  \x\  <i27t 

1 


eine  reguläre   analytische  Funktion  von  x,    die  für  x  =  0  einen  Pol 
erster  Ordnung  hat.     Daher  ist  für  0  <  |.r{  <  2jr 

I  I  I  2      I 

e  —  1         "^ 
dies  gilt  insbesondere  für  0  <  x  ^  1  und  zwar  so,  daß  die  Reihe 

Cq  -\-  C-^_X  -\-  c^x    -f-  •  •  • 

für  0  <  ic  ^  1   gleichmäßig  konvergiert.     Für  ö  >  1  ist  also  in 
1  1 

/  -f dx  =  I  (cx'^^  +  e^x'-^  -\-  c^x'  +  c^x'^'^  +  •  •  ■)dx 

0  0 

gliedweise  Integration  gestattet,  also 
1 

0 

19* 
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Hierin  ist  noch 

Cq  =         2 ,      ''2  =  ^4  =  ^6  ^^  ■  ■  ■  =  '-') 

da 

e*— 1 

eine  ungerade  Funktion  von  .r  ist: 


e— _1         -         i_c-'    •     2 


=  -1  +  7-^  +  1 

1  —  e 

=  _       ^       _i 

In  der  Gleichung 

1 

0 

ist  nun  die  rechte  Seite  in  jedem  endlichen  Gebiet  der  Ebene  gleich- 
mäßig konvergent,  wenn  aus  ihm  die  Punkte  1,  0,  —  1,  —  3,  —  5,  •  •  •, 
soweit  ihm  angehörig,  herausgenommen  werden.  Denn  es  hat  ja  die 
Potenzreihe 

den  Kouvergenzradius  2;r,  so  daß 

«  =  0 

konvergiert.  Also  stellt  die  rechte  Seite  von  (3)  eine  in  der  ganzen 
Ebene  meromorphe  Funktion  dar,  die  in  jedem  v(m  1,0,  —  1,  —  )»,  —  5,  ••• 
verschiedenen  Punkte  regulär  ist  und  in  jedem  dieser  Ausnahmepunkte 
höchstens  einen  Pol  erster  Ordnung  hat.     Die  durch 

^,, ,  /      dx 

0 

für  (?  >  1  definierte  Funktion  ist  also  in  der  ganzen  Ebene  mit  Aus- 
nahme von  s  =  1  regulär,  die  durch 

1    r  x-'  , 

r{s)J    e"_i 
0 

für  <7  >  1   definierte  Funktion  ^(.sj  also  ebenfalls. 
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Aus   der  gefundenen,  in  der  ganzen  Ebene  gültigen  Darstellung 

00 

s(^)  -  T^)(.-^-i  +  7  + . + 1  +  .-+-3 + iT5  +  ■  •  ■) + ml  4^/" 

ergeben  sich  nochmals  die  uns  schon  bekannten  Werte  von  t,(^—m)  für 
ganzes  w  ^  0:    Bekanntlich  ist^'  in 

00 


w  =  0 


und  für  ganzes  5^1 


c=l, 

,  _  _  i 

0  ~  2 


^'2,  =  0, 


^2,-1  =  (-  ly 


(2  2)! 


(—  if 
Ferner  hat  Pfs)  im  Pol  —  m  das  Residuum  ^ ~- ,  da 

r(s) 


r(l  —  s)  sinjrs  ' 
lim  (6-  +  m)r(8)  =  Y(f-^)}^^^s 

(- 1)™ 


1)  Dies  stimmt  mit  der  Bezeichnung  i?,y  im  §  70  bei  den  Koeffizienten  der 
Reihe 

1        „,^22'^-i£, 


ctg^-  =  --2.^'^^-^s2{2-i)       (0<!s    <«) 


übei'ein;  denn  aus  dieser  Gleichung  folgt,  s  = —  gesetzt,  im  Gebiet  0<^  x  <^'lTt 

5  =  1 

00 

e=^_l        x^^"-       '        (22)! 


_l"~        ^^.T^^^         (2g)! 
5  =  1 
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ist.     Daher  ergibt  sich 

lim(s-  \)^{s)  =  1, 

m  =  - 1 

und  für  ganzes  5^1 


e(-(2,-i))  =  '^'^-^k-iy'-\-4 


(29)! 

wie  wir  schon  in  §  70  gefunden  hatten. 

Beweis  der  Funktionalgleichung:    Es  ist  für  0  <  5  <  2 


3C 

/ 


2  sin  — 
2 


wie  sich  folcjendermaßen  erg-lbt.    Nach  einer  schon  in  §  70  benutzten 

Formel  ist  in  der  ganzen  Ebene 

00 

H=    1 

s      j(^  \      nn  —  s        nn  -\-  sl  ^ 

also 

,  11.1  1,1 

ctg  S  = 1 ^ \-  7, i •  •  • 

(was  natürlich  nur  noch  bedingt  konvergiert),  folglich 
tg  s  =  ctg  (I  -  s) 


-    '       '    1     ' 

3|+/ 

7t                        «      ,            '           « 

2                2  ^              2 

1         ,>  +  '^-T 

SJT         2          ,    sjr 
•2                        ^4 

«  ,     .S7t     ,    :r      ,     sn 

-4tg4  +4etg. 

=  f  i i_  +  -i 1  +...U(>-  -  +-^ ^+  ' ) 

\2  —  s       2-t-s~6  —  .s        6  +  s~        /'\N        4— s'4-(-s       8  —  S^8+s  / 


_  '     1         ^  -  ^  ^       4_       -^ 


2  —  s       2+s       4  —  .s'4+.s'6— s       6  +  s       8— «'8  +  . 
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Andererseits  ist  für  0  <  s  <  2 

0 

offenbar  konvergent  und 

=  /  7^1 ■'  (^^'  +   \  T^      "  (^^' 

,/  1  +a;-  J  1  +«- 


.<  - 1 

-, — 7,  äx 

-\-x- 

0 


1 

0 


-f^>^f^:(r1^ 


1 
1 


■Jv+^'^'^+Jtt^^'^^ 


0 

1 


=  /  (r' ~  ^  —  ä;-'  +  ^  +  X*'  +  ^ )  dx  -\-f  (x^~ "  —  x'^~'  +  x^'" )  dx. 

0  ö 

Die  gliedweise  Integration  beider  Reihen  bis  1  hinein  ist  nach  dem 
Abeischen  Stetigkeitssatz  über  Potenzreihen  erlaubt,  da  die  unbe- 
stimmt integrierten  Reihen 

x"       x"'^^        x'^'^ 
7  ~  7+2  "^  s  +  4 
und 


+ 


2  — s        4  — s    '    6  — s 


abgesehen  vom  Faktor  x^  bzw.  x~^   gewöhnliche    Potenzreihen   sind, 
welche  für  x  =  1  konvergieren.     Es  ergibt  sich  also 

00 

f^~ldx=  ß--^^-^^ \  +  P -L,  I  _i ) 

0 

=  1  +  -i L i_  +  _i_  +   i 

s^2  —  s        24-s        4  —  s~4  +  s~6  —  s 


.    .    sn 
2  sin  — 
2 
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Nim  ist 


•(')■"■ 


n  •  /  -^     1        » 


0 

also  für  jedes  ganzzahlige  «  ^  1 


2  sin  • 

2         0 


/\n)  dx 

„     '  +  ©"" 

=  n"  I    „7 — ,c?x, 


u 

.      STt 

sin 

(Ix. 


Z  Bin    ;;,         /»        1 

1    _  2     I    x^ 


Dies    galt    für  0  <  s  <  2    und    liefert   für    1  <  s  <  2   weiter,    da   die 
Summe  der  linken  Seite  über  n  =  l,  2,  ■  ■  ■  konvergiert 


^^y,  I  -f ,  -  dx. 

•^--'  t/  «*  4-  X- 


2  sm  — 


71  =  1    ö  ~^ 


Diese  Gleichung  gilt  auch  im  komplexen  Streifen  1  <  (?  <  2,  wo  ja 
für  ein  solches  s  =  6  -{-  fi  die  Summe  der  Integrale  der  absoluten  Be- 
träge rechts  mit  der  obigen  Summe  für  s  ■■=  ö  identisch  ist,  und  es 
darf  wegen  der  Konvergenz  von 


x'-'     \ 


+  :rM'^^ 
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auch    die    Summation    mit    der   Integration    vertauscht    werden.      Für 
1  <  (?  <  2  ist  also 


«  =  1 


Nun  ist  bekanntlich^^  überall  auf  dem  Integrationsweg 


^nx _  j  ~  ic  Xi  W^  +  X^  ' 


^^XJ^   1 

3t     2 

e 
also 


w  =  l 

folglich  für  1  <  ö  <  2 

.      STt 

Sin 


0 

0 

0 

(4)     =(2.).-.s.n^(/(::+A-|)x-...  +  /|^-l).-<7.) 

0  1 

Andererseits  ist  für  a  >  1,  wie  oben  festgestellt  wurde, 

00 

^^'^  ==  rt)/^- 1  ^^" 

0 


l'i  Dies  ist  mit  der  Formel 


identisch;  in  dieser  braucht  nur  s  =  nix  gesetzt  zu  werden. 
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und  für  0<  '.r|  <2t 

1  1        1 


e  —  1       '^ 


■¥CrX    + 


2c  =h 

n  II 


also, 

gesetzt, 

(6)  ^-  =  l-\  +  \x  +  h,x'  4-  h:r  +  •  •  •, 

(7)  '^'^-^  =  h^x  +  h,x'+hx'+■■■, 
e  —  X       '^ 

wo 

h  ^  ^3'+  h  +■■■ 

konvergiert. 

Für  (j  <  2  ist  nach  (7)  das  in  (4)  zuerst  auftretende  Integral 

^  r    * 


0  0       n  =  1 


«7  ,/  .^; 

0       n=l 

00 

«  =  1 
für  <5  >  1   ist  das  erste  in  (5)  auftretende  Integral  uach  (0, 

0  0  n  =  1 

(^)  ^  r^   ~  ^  ^  ^  i^  2  «  —1  ' 

H  =  l 

ferner  ist  für  (?  >  1   das  in  (4)  zuletzt  auftretende  Integral 

/(^-±-;-i).-...=/U.-.f+i>-"'^ 

1  1 

(10)  =X'-i 


f/iC  —  , 

1  —  s        s 


Die  rechten  Seiten  von  (H)  und  (0)  stellen  in  der  ganzen  Ebene 
meromorphe  Funktionen  dar,  das  zweite  Integral  in  (b)  und  das  Inte- 
gral in  (10)  ganze  Funktionen;  also  ergibt  sieh  in  der  ganzen  Ebene 
(exkl.  der  Pole)  aus  (4),  (8)  und  (10) 
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(11)  m  -  (ß^r-  ■  sin  -  (Ji-  -  r^.  -:  +  2 /;S  ''-) ' 

n  =  l  1 

aus  (5)  und  (9) 

(12)  Us)  =  ^^  (2'r^i^-i  -  7  -  rl « +  2/^7 «'-)  • 


«  =  1  1 


Die  Klammerausdrücke  in  (11)  und  (12)  gehen  ineinander  über,  wenn 
man  5  durch  1  —  s  ersetzt;  daher  ist 


{2nf    ^sin  - 


=  g(l-s)2r(l-5), 


e(i  -  S) 


•2 


2(2  7ir)*~^8in'^r(l  —  s) 


2  (2  TT)*- ^  sin  ^-^ 


(2^^°^l^^Äfe'(4 


Sechzehntes  Kapitel. 

Über  die  Existenz  der  iiielit  reellen  Nullstellen  von  ^{s)  und  die 
Produkldarstelhing  der  g:anzen  Funktion  (s  — l)^(.s). 


Hilfssatz  über  den  reellen  Teil  einer  analytischen  Punktion. 

Satz:  Es  sei  die  analytische  Funktion  F{s)  für  |.s  — .S'oi^r 
regulär  undJ.  das  Maximum  von  9^i^(s)  für  |s  — s^j  =  r,  d.  h.  für 

|s  — So!<Cr.     Es  werde 

gesetzt,  d.  h. 

^F(s,)  =  y. 
Es  sei 

0<9<  r. 
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Dauu   ist  für  ;  s  —  i„    <p 

\F(s)   <   y    +   ß  '-^^  -^2Ä     ' 
uud 

\'iRF{s)\<\ß   '■+^4--M     '     • 

Beweis:    1.   Wenn   F{.'^)  konstant  ist,  ist 

/i  =  A, 

':rf{s)  =  ß 


=    ß    '"+^-2  ß       ' 

<'ß   ''-^^  +2A     '    , 
-    1-    r—Q  >  —  q' 

<\y\-\-\ß  "-±-^  +  2^.-^-. 

2.  Wenn  jF(^si  nicht  konstant  ist,  ist  bekanntlich 
also  die  Funktion 

Eis)  =  ^^^PMzuL-  yL_. 

^^^^        F{s)-\-§-yi  —  2A 

_    JP(g)-^-(^+yt-  J^ 

F(s)  —  A-{-  (ß  —  yi  —  A) 
für    .s  —  Sq   ^  >■  regulär,  da  ein  Verschwinden  des  Nenners 
0  =  SaF{s)  -Ä-\-ß-Ä 

^A-Ä^  ß-  A, 
A<ß 

bedingen  würde.     Ferner  ist 
His,)  =  0 
und  für    s  —  s^  j  <  r 

letzteres  ersieht  man  daraus,  daß,  wenn  ~Zq  die  zu  z^^  konjugierte  Zahl 

bezeichnet,  aus  .  , 

z   ==  n  -^  VI ,         i(    <.  0 

nebst 

^o  =  %  +  hh       i'o<^ 


§  73.    Hilfssatz  über  den  reellen  Teil  einer  analytischen  Funktion.       301 
folgt,  da  der  Nenner  gleich  dem  Zähler  plus  4:IIUq  ist. 


Folglich  ist 


H{s) 


s  —  So 
für  I s  —  So  I  ^  r  regulär,  und  es  ist  für    s  —  Sq\  =  r 

s  —  So 
wenn  0  <<  (>  <  r  ist,  ist  also^^  für  \s  —  Sq  =  q 


<h 


(1) 


Hjs)  .  ^  1 


\H(s)\£ 


(1)  gilt  also  auch  für  |5  —  Sq    ^  q. 

Nun  ist  nach  der  Definition  von  H(s) 

+  yi-^{ß-Yi~2Ä)H{s) 


F{s) 


(2) 

also  für    s  —  Sq   <  p 


=  ß  +  yi 


1  -  H{s) 
2{A-ß)H{s) 


1  -  H{s) 


F{s),£\ß\  +  j\  + 


^i^-ß)ir 


1  — 


Andei-erseits  läßt  sich  aus  (2)  so  weiter  schließen: 

\^F{s)\^\ß\-{-2{Ä-  ß)\^^^\ 

Q 

£\ß   +2iÄ+   ß)      ^ 


1  — 

"^     r  —  Q  r  —  Q 


Q 


1)  Dies  ist  der  Hauptwitz  beim  Beweise. 
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Der  bewiesene  Satz  liefert  iusbesoudere  für  (>  =  „ 

(3)  F{s)    <   y    +3|^i  +  2^, 

d.  h.:  Kennt  man  eine  obere  Abschätzung  von  ^F(s)  auf  dem  Kreise 
s  —  Sq  =  r  und  den  Wert  der  Fvmktion  im  Mittelpunkt,  so  hat  man 
eine  obere  Abschiitzuns»'  des  absoluten  Betrages  (d.  h.  außer  der  ge- 
gebenen oberen  Abschätzung  des  reellen  Teils  eine  untere  Abschätzung 
des  reellen  Teils,  sowie  eine  obere  und  untere  Abschätzung  des  ima- 
ginären Teils)  auf  dem  Kreise    s  —  Sq   =      • 

Von  den  Folgerungen  betone  ich  besonders  den 
Satz:   Es   sei  F{s)   eine   ganze   Funktion:  es   sei   die    Kon- 
stante  &   so    beschaffen,   daß    auf  unendlich    vielen   Kreisen 
S    =  >",    unter    denen    beliebig   große    vorkommen,    durchweg 
(^d.  h.  für  alle  zugehörigen  Amplituden) 

'SiF{s)  <  ar'^ 

ist,    wo    a    eine    weitere    Konstante   ist.     Dann    ist  F{s)   eine 
ganze  rationale  Funktion,  deren  Grad  0  nicht  übersteigt. 

Der    Satz    besagt    insbesondere    im  Falle   0  <  1,    daß  F(s)    eine 
Konstante  ist. 

Beweis:  Nach  (3)  ist  für  jene   unendlich  vielen  r,   worunter   be- 
liebig große  vorkommen,  da 

Ä  =  Ä{r) 
<  ar® 
vorausgesetzt  wird,  auf  dem  Kreise    s  |  = 


also  in 


F{s):<   7+3/3    +  2«.r® 


F{s)=2'n'" 


(4)  kJ<- 


n  =  0 
y\  -|- 3  ;  jJj-t- 2  ar® 


ar 


Für  jedes  n>  0  muß  also,  da  die  rechte  Seite  von  (4)  für  alle  hin- 
reichend großen  r  beliebig  klein  ist  und  die  linke  Seite  von  r  unab- 
hängig ist, 

sein;  d.  h.  F(s)  ist  eine  ganze  rationale  Funktion,  deren  Grad  <  &  ist. 
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§  74. 

Hilfssätze  aus  der  Theorie  der  ganzen  transzendenten 

Funktionen. 

Satz:    Es   sei    ^j,   ^2?  *  "  '    ei^ie   Folge  von   unendlich   vielen 
komplexen  Zahlen^^,  unter  denen  keine  0  ist,  und  für  welche, 

gesetzt, 

~    1 

1  =  1 
für  alle  ^/ >  #  konvergiert,  wo   9- <  1   ist,  so  daß 

M-)- 17(1-1;) 

eine  ganze  Funktion  ist.  Dann  gibt  es  zu  jedem  0  > -9-  un- 
endlich viele  Kreise  |  ä;  |  =  r,  darunter  solche  mit  beliebig 
großem  Radius,  auf  welchen  durchweg 

\h{x)\>e-'-'^  f 

Ist. 

Anders  ausgedrückt:  Zu  jedem  @  >  -O-  und  jedem  o   gibt  es  ein 
r  =  r{®,  0))  >  CO  mit  der  behaupteten  Eigenschaft. 

Beweis:  Es  darf  angenommen  werden,  daß  die  t,^  nach  wachsen- 
den r,,  angeordnet  sind: 

0  <  r  1  ^  ^2  ^  rg  <  •  •  • . 

Nach  Voraussetzung  konvergiert, 

>;  =  1 

gesetzt, 

00 

(1)  ^v 

K  =  1 

daher  ist  für  unendlich  viele  n 

d.  h.  es  gibt  zum  Mittelpunkt  0  immer  wieder  einen  von  Wurzeln 
freien  Kreisring  der  Dicke  2.     Denn,  wäre  für  alle  n  ^  1^ 

'^4-1^^.+  2, 

1)  Mehrfache  sind  mehrfach  zu  berücksichtigen. 
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SO  wäre  für  alle  ^  ^  0 

also  (1)  divergent. 

Es  sei   femer  q  =  q(t-)   für   alle   r  >  J    als   die   kleinste  positive 
ganze  Zahl  definiert,  für  welche 

ist.     q  nimmt  mit  wachsendem  r  niemals  ab   und  wird   mit  r  unend- 
lich.    Da 

'1  =  1 
für  alle  r]  >  9^  konvergiert,  ist^^  für  jedes  >;  >  0- 

lim  ')  =  0, 

also  bei  gegebenem  >;  >  d-  von  einem  gewissen  n  an 

n  <  r;i; 
von  einem  gewissen  r  an  ist  also 

Q  <  r'^ 

£{2ry. 
Es  ist  nun  ein 

&>» 

gegeben;  ich  verstehe  unter  r,  irgend  eine  Zahl,  für  welche 

^;<1 
und 

ist.     Dann   gibt   es   unendlich   viele   r,   darunter   beliebig  große,   für 
welche  folgende  vier  Bedingungen  erfüllt  sind: 

li  Dali  aus  der  Konvergenz  von^f^r^^  bei  «„^«„^.j     <^'„  ^  0 

«  =  1 

lim  »  a,,  =  0 

n  =00 

folgt,  ergibt  sich  unmittelbar  aus 


y 


^  «.  >  ^  "...  =  ("  -  [y]  +  i)  ">'  >  ^ ""« 
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(2) 


q<{2r)\ 

00 

(2r)''  log(2r)  +  (2r)''2^-i  <  r'^ , 
^^T  r ' 


i  ^  —  I,.  1  >  1  für     X    --=  r  vmd  alle  v  ^  1. 
Denn   die    drei   ersten   dieser   Bedingungen    sind    für   alle    hinreichend 
großen  r  erfüllt,  die  vierte  für  jedes 


wenn 


ist,  was  nach  dem  Obigen  unendlich  oft  vorkommt. 
Es  werde  nun  für  jedes  solche  r  das  Produkt 

CO 

7,(x)  =  77(1-1), 

wo  1^1  =  r  ist,  in  zwei  durch  v  =  q  geschiedene  Teile  zerlegt: 

"w  =  17(1 -f)  17(1- 

In  /7j   ist  jeder  Faktor 


> 


also  ist 


1 

^v 

J 

> 

1 

r,  ■  ■  ■  r. 

^ 

1 

^2 

> 

1 
(2ry' 

> 

1 

= 

g-(2r)''log(2r) 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen. 


20 
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In    //o   ist  infolge   der  Definition  von  q 

\  X     /• 


also,  da  für  0  <  u  ^  ^ 


<h 


ist, 


daher  ist 


—  u  —  tfi  ~  u'—  ■ 


\  g—  «  —tt'  —  u 
u 

>e-2« 


1, 

>  1  -  •• 

—            r,, 

-2^ 

*     , 

7, 

X 

_          1=5  +  1  r^r^ 

1-'/     ^       >; 
->g     '■7  +  1  '■  =  ?  +  !  »"v 


2»-         ^   1 

>c  ''-'       '-''■ 

»•      1  '^1> 

=«         , 

h{x) 

=  TZ   Ä 

00 

-(2r)'^log(2r)-(2r)''^l 

also  nach  (2) 

h(x) 

>e-^^ 

was  zu  beweisen  war. 
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Satz:    Es   sei  g{x)   eine  ganze,   nicht   rationale   Funktion 

""'  <A0)  +  0. 

Es  existiere  ein  '9'<1,  so  daß  für  alle  r^O  und  alle 
reellen  (p 

(3)  \g(re'P')\  <Be'-''^ 

ist,  wo  B  eine  Konstante  bezeichnet.  Dann  hat  (j(x)  unend- 
lich viele  Nullstellen  i,^,^^,---,  für  welche 

00 

1=1 
konvergiert,  und  es  ist  überdies 

K^)=K0)]7(i-f)- 
•■=1 

Die  Voraussetzung  (3)  lautet  kurz:   Es  ist  auf  dem  Kreise  |a;|  =  r 
gleichmäßig  ,  ^/    »\ 

natürlich  muß  deswegen  -9-  positiv  sein,  da  sonst  g{x)  konstant  wäre. 

Beweis:     1.    g{x)    habe    keine    oder     endlich     viele    Nullstellen. 

Dann  ist  ^  -         i,  ^ 

g{x)  =  e"^-'' 

bzw. 

n 

1=1 
wo  ]c{x)  eine  ganze  Funktion  ist.     Jedeu falls  ist  für  alle  hinreichend 
großen  r  ,  ■.    ^       , ,  ^ ,     - 

also 

<  Be'-^  , 
^k{x)  <logJ^+  r'^, 
also  für  alle  hinreichend  großen  r 

mk{x)<2r'\ 

Nach  dem  Satz  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen,  dessen  Voraus- 
setzungen hier  sogar  in  unnötigem  Umfange  (für  alle  hinreichend 
großen  r  statt  bloß  für  passend  gewählte  beliebig  große  r)  erfüllt 
sind,  ist  also  wegen 

20* 
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l-(x)   eine  Konstante:   d.  h.  //(.r)   wäre   eine  crsinze  rationale  Funktion, 
gegen  die  Voraussetzung. 

'2.  II  (^x)  hat  also  unendlich  viele  Nullstellen.  Icli  zeige  zunächst,  daß 


2>l 

1=1 

und  sogar 

00 

-^  IS,'' 


1  =  1 


für  alle  7/  >  -9-   konvergiert.     Die  Nullstellen   seien  nach   wachsenden 
absoluten  Beträgen  geordnet;  d.  h.  es  sei, 

gesetzt, 

0<r,£r,  <:■■■. 

n  sei  irgend  eine  ganze  Zahl  ^  1.     Wird 

gesetzt,  so  ist 

~G{x) 

eine  ganze  Funktion.     Auf  dem  Kreise 

\x'-  =  3r„ 
ist  nach  Voraussetzung 

\g{x)    <Be^"'"^'\ 
femer 


also 


G{x) 

1=1 

X 

1-1 

— 

1) 

v=l 

1) 

-2», 

9{x) 
G{x) 

<         2" 

5 
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es  ist  nun 


^0) 


GiO) 


nicht  größer  als  das  Maximum  von 

G{x) 


für 
also 


x\  =  3r„, 


(3'-«) 


|^(0)|<5V-' 
'«log2  +  log|^(0)|-log^<(3r-y. 
Für  alle  w  von  einer  gewissen  Stelle  an  ist  also 


n 
3''^  -2 

n 

T' 


> 


Für  7/  >  #  ist  von  jener  Stelle  an 


also 


konvergent. 

Insbesondere  ist 


konvergent,  also 


,.'/■  ^     ± 


2.^ 

n  =  l      " 


2r 

■^      n 
n  =  l 

00 
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wo  l'ix)  eine  ganze  Funktion  ist.  Es  l)leil)t  zu  beweisen,  daß  7c(x) 
konstant,  also  ^.^^^  _  ^^^^ 

ist. 

Es  werde   &  so  gewählt,  daß 

#<  Ö<  1 

ist;  alsdann  kann  nach  dem  ersten  Satz  dieses  Paragraphen  eine 
Schar  ins  Unendliche  wachsender  Kreise  x  =  r  gefunden  werden, 
auf  denen  ^ 

770 -0>-" 

1  =  1 
ist;  auf  iiinen  ist 

Se^'''>  l,{x)\ 


1=1 


Wc{x)<\ogB  +  r'  +  rö; 

für   unendlich   viele   r,   unter   denen   es    beliebig   große   gibt,   ist   also 
auf  dem  Kreise    x\  =  r 

mk{x)  <  2r^-^ 

Nach  dem  letzten   Satz  des   §  73    ist   also    l-{x)   konstant,   womit   die 
Behauptung 

.'/w-*(0)/7(i-f) 

1  =  1 
bewiesen  ist. 

§  Tfx 
Die  Produktdarstelliing  der  speziellen  g-anzen  Punktion  SiYjc). 

Ich  behaupte,  daß  die  N'oraussetzungen  des  zuletzt  bewiesenen 
Satzes  für  diejenige  ganze  Funktion  (/(x)  erfüllt  sind,  welche  mit  ^{s) 
im  i^  71   dtii-ch  die  Gleichungen 


'J^'k(s)r{{y'- =  s(.), 


„1 


S'(^)  =  (/(a;), 
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(1)  s{s-i) 


^{s)r{^)7t~^  =g{x) 


verbunden  war.  Jedem  a;  =(=  0  entsprechen  zwei  verschiedene  s,  deren 
Summe  1  ist;  aber  die  linke  Seite  von  (1)  hat  eben  für  zwei  solche 
s  denselben  Wert. 

Schon  in  §  71  war  festgestellt,  daß  g(x)  eine  ganze  transzendente, 
nicht  rationale  Funktion  ist  und  daß 

ist.  Ich  habe  also  zu  verifizieren,  daß  es  ein  #  <  1  und  ein  B  derart 
gibt,  daß  identisch 

(2)  \g{x):<Be'-- 

ist,  wo 

r  =  \  x\ 

gesetzt  ist.  Es  wird  sich  für  jedes  -O-  >  y  (bei  passender  Wahl  des 
zugehörigen  B)  die  Richtigkeit  von  (2),  d.  h.  die  Relation 

g{x)  =  0(/^) 
ergeben. 

Es  werde  gleich  \x\  =  r  ^  10  angenommen.     Da  die  linke  Seite 
von  (1)  für  beide  zu  x  gehörigen 

s  =  j  -i-Yx  i 

denselben  Wert  hat,  wähle  ich  das  s  so,  daß 

ist,  was  ich  stets  kann.     Überdies  ist 


und 


>2 

\s\£\+Y\x 

<2l/r, 
also,  da  (?  ^  |  >  0  ist, 


1 

udu 


^  J  {n-^uy^^ 
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;,  =  1  n  2 
<a,Vr. 
Ferner  ist  für  G  ^^ 

;  r(|)  =  \Jc  ",:-   'rf„ 

0 

r  -"  -2-' 

^  /  e     n        du 

0 

1  ,1  X  <J 

J.  —  «  - — 1  ,»  —11  — 1 

e     II        du  -\-  j  c     n        du 

0  1 

1  3  » 

(i     u     du  -r  I  e     u      du 
0  1 

-        I    /    —  //   [0]  7 

<  «o   +   /     ^         ^^        "" 

1 

<  ^'2  +  rilö]  +  1) 

=  «2   +   [(?]!, 

also  für  i  <  <?  <  1 

für  <7  ^  1 

ir(|)|<a,  +  [.f"^ 

£  «2  +  ^"; 
zusammengefaßt  für  (?  ^  |r 

jr(|)j  <«,  +  «". 

Für  unser  Gebiet  la;!  =  >"  >  10,  <3  ^  }  ist  daher 

,r(|)|<..+  .^ 

<a3  +  (2)/r)" 

^«3  +  (2l/r)'*' 
<  a,  +  {2}/;-?^' 

2Vr(log2+  ^logr) 
=  «3  +  e  "  , 
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also  für  jedes  d  >  0 
für  r  >  10  ist  daher 


2 


.   ^  y  rK£.  y  i  -t-  l)  /  r"  -  4- 


<«5e 
d.  h.  für  ^  >  I  ist 

Daher  hat  nach  dem  letzten  Satz  des  §  74  die  Funktion  g{x)  unend- 
lich viele  Nullstellen,  und  es  ist 


9{^)  = 

K0)J7(i  - 

wo 

00 

und  sogar 

'CO 

y  ' 

6i  :«J" 

für  alle  iq 

>i 

konvergiert. 

§76. 
Die  Produktdarstelluug  von  {s  —  1)  ^  (s). 

Da  die  komplexen  Nullstellen 

von  t,{ß)  mit  den  Nullstellen  |  =  ^,,  von  ^(ic)  durch  die  Gleichung 

9  =  \^Vli       ■ 
verbunden  sind,  wo  jedem  |  zwei  q  entsprechen,  und  da 

\Q>VJ\-\ 
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ist,  so  ist  bewiesen,  daß  !;(.<?)  unendlich  viele   komplexe  Nullstellen  q 
im  Streifen  ,-    ^      ^  , 

hat,  für  welche 

II 

und  sogar 


für  alle  x  >  1  konvergiert  ^). 
Ferner  ist 


9. 
(' 


«*)-.i«^7^»^>w 


»-'r 


»  ;!«;,(- (S-i)=) 


wo  —  ]/|^  ^^id  yl,,  die  beiden  Werte  in  irgend  einer  Reihenfolge  be- 
zeichnen. Wenn  die  von  —2,  — 4,  •••  verschiedenen  Wurzeln  von 
^(s)  in  der  Anordnung  mit  Qi,  Q2,  •  ■  bezeichnet  werden,  daß  -^  ±  ]/^,,« 
den  (2v  —  1)  ten  und  2v  ten  Platz  einnehmen,  ist 


m-'^M^-w^hm 


s—  i 

1-     -^ 

Q        — -/ \        e    — 


D  — SO      —  8 

^"v-1  2i' 

—  i'e 

1-1        2     ^^2  «■ 


T~|"2v-1  2i' 

v  =  l 

00 

n 


9.  —  ^ 


71  =  1    ^n         2     \  n/ 


1)  Übrigens  wird  sich  später  ergeben,  daß 
divergiert.  " 
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Da  oo 

konvergiert  und 


'       +^=-^^  +  T     ' 


1 


i  +  K 

ist,  ist 


konvergent;  da  ferner 


2v 

M  =  1 

00 


konvergiert,  so  konvergiert 


17 
Qn  —  J 

2p. 


und  es  ist 

Ä  00 


«^)  =  .-^7(|T7)''^fl(^ 


wo  sich  aus 

ergibt. 

Es  ist  bequemer,  das  Produkt  so  zu  schreiben,  daß  es  sicher  un- 
abhängig von  der  Reihenfolge  der  Faktoren  konvergiert.  Die  Hinzu- 
füguncf  der  dies  bewirkenden  Faktoren 


erfordert  vor  dem  Produkt  die  Hinzufügung  des  Faktors 

00 


e 
und  liefert  also 


(1)  (,_i)s(,)  =  ^e'-^jrj(i  _!),?, 
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r  — 

WO  h  eine  Konstante   (l  lot;j  tt  —  ^       |    bezeichnet    und    q    in    irgend 


Qn' 
n  =  1 


einer  Reihenfolge  all«'  nicht  reellen  Wurzeln  ß-\-yi  von  ^(s)  durchläuft. 
AVegen 

71  =  1 

n  =  l 

lautet  also  die  Weierstraßsche  Produktzerlegung  der  ganzen  Funk- 
tion (s  -  1)  e(s) 

i.  - 1)  Ew=^■"■J7(l +.;,,)'" '"17(1 -i)^^ 

wo 

gesetzt  ist. 

Am   bequemsten  für   die  Anwendungen   ist  (1).     Diese  Relation 
liefert  weiter: 

( ">)        ^-^  =  6  _  j^-  _  i  ik:^'^  +  v(-^ + -] 


'(:+') 


wo  rechts  die  Summe  absolut  konvergiert.  An  den  Nullstelleu  und 
am  Pol  von  ^(s)  haben  eben  beide  Seiten  von  (2)  einen  Pol  erster 
Ordnung. 

Auf  den  Wert  der  Konstanten  h  kommt  es  im  folgenden  gar 
nicht  an.  Er  läßt  sich  aber  leicht  Ijestimmen.  Denn  für  s  =  0 
liefert  (2) 

^:^2)  =  ?,  I  1  _  1  L.^1) 

m        ^        '  r{i) ' 

und  der  Wert  von  ^'(0)  ergibt  sich  leicht  aus  der  Funktionalgleichung 
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denn  diese  liefert 


r(i  -  s)  '  « -^  "^      2  '"  2  ^  r{s)  ^  m 


2     "   2 
also,  da  in  der  Umgebung  von  6=1 

^     sn  2       1 

r>)_ 1 


ist. 


r(0) 


=  -log2jt-  0+  <^, 


2^(0)  =  - log  2;r, 

6  =  log2jt-  1  -iO. 


Siebzehntes  Kapitel. 

Beweis  des  Niclitverschvvindeiis  von  ^{s)  in  einem  größtmöglichen 
Teile  des  Streifens  0  <  (t  <  1. 


Hilfssatz  über  die  Crammafunktion. 

Satz:  Für  0  ^  (?  ^  2,  t^2  ist 


also  a  fortiori 


^i<q  +  log^, 


r'(s) 


<  Co  log^. 


Die  zweite  Abschätzung  genügt  für  die  allernächsten  Anwenduugen. 
Beweis:  Aus 


folcrt 


h='''^'n{^+!i)' 


r(. 
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Für  0  <  a  ^  2,  /  ^  2  ist  daher 

I  ^'(*)     <  C  +  i  +  ((7  +  0  V— J- 


n  =  1 

<i  +  i  +  (2  +  /)y  ^^--^ 

n  =  1         ' 

^  00 

<2  +  (2  +  ^iy     '..+(-^  +  0^-7- 
^^  n  \  t-  '^^  nl/n* 


« = / + 1 


=  2  +  (i  +  o(;))(iog/+oa))  +  o(/-  J) 


=  log)'+  0(1), 
was^  zu  beweisen  Avar. 

§  78. 

Beweis  des  Nichtverschwinclens  von  C(.s)  in  einem  Gebiet, 

dessen  Dicke  von  der  Ordnung  ■; — -  ist. 

=»  log  t 

Aus  der  Gleiciiuiig  (2)  des  §  76  folgt  für  ö  >  1 

Z.,/-'-  "  +  »-:  +  =    ^j-._^^^     Z,U_.+  .j' 

also,  wenn  der  reelle  Teil  genommen  wird, 

(1) 


"V"'log23  cos  (»«i  logi?)  ,  ff  —  1 


p,iu 


Für  1  <  «5  ^  2,  /  ^  4  ist,  da 


0<|<-|  +  1<2, 
2  ^2 
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ist,  nach  dem  Satz  des  §  77 


<  i  ^2  log  l 

<  ^2  log  t; 

also  ist  für  1<  (9  ^  2,  ^  >  2 

und  daher  nach  (1)  für  1<(?<2,  t^2 


a-ß 


ß)'  +  it-yr  '    ß^-Jry 


^} 


(2)  ^'°^^°"i:"°^<..iog^-2'((7^ 

Nim  ist  in  ^  jedes  Glied  ^  0,  da 

0^/3^1 

ist:  also  ist  die  ganze  Summe  ^  0  und  folglich  für  1<(?^2,  ^^2 

"V  7  los  p  cos  (mHocf  p)    ^      , 

^  ^ -h ^~  <  C4l0g  t, 

p,  m  P 

Es  bezeichne  nun  ß  -{-  yi  eine  bestimmte  Nullstelle  von  t,(s),  für 
welche  j^  ^  2  ist,  und  es  werde  in  (2)  t  =  y  gesetzt.  Dann  hat  ^ 
ein  Glied  ■  ? 


a-ß 


+ 


> 


da  alle  anderen  Glieder  ^  0  sind,  ist  also  für  1  <  ö  <  2 


o.m  " 


a  —  ß' 


1         .       1                 >^^  logjj  cos  (wy  log  w) 
^  <  c,  log  r  —  />  -^^^ ^-^^ — ^^^ , 

WO  also  C4  unabhängig  von  der  speziellen  Nullstellenordinate  y  (^  2)  ist. 
Nun  ist  identisch 

—  cos  ^  ^  I  +  i  cos  2  qp ; 
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also  ist   für   1  <  ö  <r  _    uiul   alk'   Xullstollen  ji  -|-  yi   mit  7^2 

1         ^    ..     Ir^n-.,    M    3    'V^''?^'    _L   l  V^Og /^  ^03  (2  W  /  log  j?) 
C  —  ß   "^      -1   ^"O  ^    "^    ~»  ^  '"'''"'  ■*"-^'  1)'"" 

Nach  (3)  ist 

<c.Jogy. 
Ferner  ist  für  1  <  (7  ^  2 

also  ist  für  1  <  (?  <  2 

(4)   lebrt   zunächst   uochnials    (was    Avir    in    §  45    viel    einfacher 
schon  gelernt  hatten),  daß 

ist;  in  der  Tat  k(»nnte  im  Falle 

/3=1 

(4)  für  kleine  6—1  nicht  mehr  gültig  bleiben. 
Ferner  ergibt  sich  aus  (4),  wenn 

log  }' 

gesetzt  wird,  wo 

log  2  =- 
ist  (damit  1<C6<2 

ist)  und  über  die  Konstante  f/  noch  genauer  verfügt  werden  wird, 

logy 

1   -  /3  +      -^      >  ^  ^ 

'  log  -/  a  log  7  ' 

■in       '• 

_3_     ,     .    log  y 
^9^    ' 
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Für  alle  hinreichend  kleinen  q  ist  der  Faktor   von  ,  rechts   posi- 

log  7  '^ 

tiv;  also  ist  der  Satz  bewiesen: 

Es   gibt    eine    positive   Konstante   a   derart,    daß    im    Ge- 
biete ^      . 


a  log  t 

l{s)  +  0 
ist. 

§  1^- 
G-enauere  Abschätzung  der  Konstanten  a. 

Schon  der  Beweis  des  Primzahlsatzes  aus  dem  zwölften  Kapitel 
läßt  vermuten^),  daß  die  Abschätzung  der  Primzahlfunktion  ii{x)  um 
so  genauer  sein  wird,  je  kleiner  die  Konstante  a  des  vorigen  Satzes 
ist,  wobei  die  untere  Sehranke  2  für  t  ruhig  durch  irgend  eine  größere 
Zahl  ^0  ersetzt  werden  kann.  Wir  suchen  also  ein  möglichst  kleines 
a  derart,  daß  es  zu  ihm  ein  solches  t^  gibt,  daß  für 

■ —    "•  —  a  logt 

m  +  0 

ist.    Mit  anderen  Worten:  Wir  suchen  ein  möglichst  kleines  a  derart, 
daß  das  Gebiet 

t>2,     (?>  1  - 


a  lost 


nicht  unendlich  viele  Nullstellen  von  ^{s)  enthält. 

Ich  bin  weit  entfernt  davon,  die  untere  Grenze  der  a  mit  dieser 
Eigenschaft  angeben  zu  können  oder  auch  nur  sagen  zu  können,  ob 
eie  >  0  oder  =  0  ist.  Ich  will  aber  die  Untersuchung  wenigstens 
bis  zur  Angabe  eines  bestimmten  a  durchführen,  welches  kleiner  ist 
als  die  bisher  in  der  Literatur  vorgekommenen,  und  werde  dabei 
gleich  von  dem  allgemeinen  Ansatz  ausgehen,  zu  welchem  eine  be- 
liebige Cosinusungleichung  im  Sinne  des  §  65  Anlaß  gibt: 

«Q  +  «1  COS  9^  +  •  •  •  +  «„  cos  ncp  ^  0, 
wo 

0  <  «0  <  «1?  fh  ^0,  •  •  •,  a„  ^  0 
ist. 

1)  Selbstverständlich  ist  dies  nicht,  da  damals  in  dem  Gebiet  außer 

&'(s)  1 
noch   eine  bestimmte  obere  Abschätzung  von  ,  -~-t~     verlangt  wurde. 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  21 
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Aus  der  lu'latiou  (  \)    des   vorigeu   Paragraphen   folgt,   wenn    ich 
jetzt  die  schärfere  Fassung  des  Satzes  aus  §  77  anwende,  für  1<<?^2, 

srWogp  coB  (mnogp)       ,_^  ^  _  yi/ a-l ß      \ 

i>,  "■  {> 

also  zunächst 

c^)  -9i(f^+;i)<i.og.  +  ^. 

(1)  liefert  weiter  für  t  =  y  ^-,   ^vo  ;-  die  Ordinate  eines    fj    ist, 
im  Intervall  1  <  (J  <  2 

ylogpcosimylogp)  1 

1       <  1  log  j.  +  &    _  V  logi^cos(,»ylog^) 
6  —  ß-        8'      '        1         j^  ma 

p,  m 

.^^^log  j) [— -\ — ^  COS (2 m 7 log^) -| [- -^  cos  (nwiylogjj)) 

<::  i  log  r  +  \  +2^-  -A^ -«^- ^^ ^ 


p,  m 


-  ,  log  /  +  ^;,  ^  ^^^^  ^^^  '^^(^J(e;  +  2y.j;  «,  -«l^^ö  +  ny»)/ 

also,  da  ii  fest  ist,  nach  (2)  für  1  <  (?  ^  2 

1       <  ö,  +   (i    +   L  "^  +  .  .  .  +  iMlogy  +  ««-'- 

==2,^4.  «0     1     ^  a,jt3^---  +  <^'>  log y . 
2         fti  ff —  1    '  20i  ° ' 

Wird 

«1 

gesetzt  und  unter  A  eine  beliebige  Zahl  >    *J^— *^       i.'«  verstanden, 
so  ist  für  alle  hinreichend  großen  NuUstellenordinaten  y  und  1<(T<2 

Hierin  Averde 

ö  =  1  + 


logy 

gesetzt,  wo  über  die  positive  Konstante  r/  noch  verfügt  werden  wird. 
Jedes  (/  hat  die  Eigenschaft,  daß  1  <  ö  <  2  für  alle  liinreichend 
großen  y  ist,  also  alsdann  (3j  angewendet  werden   kann: 
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<{l  +  l)logy, 


logy 

^    '    log  7  w  log  y  ^ 

I  l    x^^         ^jlogy 

1  —  K  —  lg     1 


9 


Ich  wähle  nun  die  Konstante  g  so,  daß 
1  —  Y.  —  Xg  1 


0  9 


möglichst  groß  ist.     Aus 


0  =  ^ 


d9\    'c 
9 


c+^y 


9' 


folst 


1 


Vit,  —  X 


eine  wegen 


U  <  «0  <  0^1 
positive  Größe.     Das  Maximum  ist 

•  1 — yx    y^ni  _  (i — y^)^ . 

für  alle  hinreichend  großen  7(7  ^  ^0)  ^^^  ^1^*^ 

^        f'  ^  X         log  7  ' 

mit  anderen  Worten:   Das  a  unseres  Problems  kann  jede  Zahl 

«1  +  "2  H [- «« 

2  a, 

> 


^1  +  »2  H \-(^n 


21* 
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bedeuten.     Im  vorijj^en  Paragraphen  war 

n  =  2,  «0  =  3,  «1  =  4.  (t.,  =  1, 
Oj  -)-  a,    .    ö 

2(y^  -^y^)*  ~  2(2  -  ^/lf 

^5(2  +  >/3)^ 
2 

=  |(7  +  4>/3) 
=  ?  +  10|/3 
=  r.4,  82  •  •  •. 
Unter  Benutzung  der  kubischen  Ungleichung  aus  §  65 
5  +  8  cos  qp  -|-  4  cos  2(3D  +  cos  3^:^  0 

ergibt  sich,  daß  a  jede  Zahl 

13 
>  2(y8->/5)2 
_         13 

2(13— 4]/ro) 

13(13  + 4  i/iö) 


bedeuten  kann. 


18 

=  18,  52  •  • 


Achtzehntes  Kapitel. 
AiiweiHluiig  auf  das  Primzahl problem. 

§  80. 
Abschätzung-en  von  ^(.v)  und  Ypr- 

Es  sei  die  Zahl  a  >  0  so  beschafi'en,  daß  für 

e(5)  +  0 
ist.     Das  Ziel  dieses   Kapitels  ist,   zu  beweisen,   daß  alsdann   für   alle 

(1)  7c{x)  =  Li{x)  +  0(.re-">''"8^)  ■    ~ 

ist. 


l'  (a) 
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Da  überhaupt  ein  a  nach  dem  Vorangehenden  vorhanden  ist,  so 
wird  (1)  für  ein  gewisses  a  >  0  bewiesen  sein,  also  für  jedes  (J  >  0 
die  Richtigkeit  der  Relation  g  +  j 

7f{x)  =- Li{x)  +  üixe-^''^ 

was  die  Ergebnisse  des  §  65  verschärft. 

In   diesem  Paragraphen   müssen   einige  Hilfssätze   über   ^(5)    und 

^'  (s) 

—TV  vorangeschickt  werden. 

Satz:  Wenn  c  irgend  eine  positive  Konstante  bezeich- 
net, ist  für 

t>3,  (?>  1  -,^ 

=     '       =  log  ( 

I  t{s)  I  <  Cj  log  f. 
Beweis:  ^^  ^  3  sei  so  gewählt,  daß 

ist;   dann   gilt   für   t^t^,   <?  ^  1  —  p^T   wegen   ö  >  0   nach  §  46  die 
Gleichung 

t  +  i  00         1 

n  =  l  n  =  t  +  1    0 

für  ^  >  L,  1  —  ,      ^  <  (?  <  2  ist  also 

=  "'  log  ^  =     = 

t  +  i 


U(.) !  <2-^  +  4  ^— +  (2  +  0  2 /-^^ 

«  =  i  „      logt  (M  +  1)    ^°2'  «  =  '  +  1  0    (n-\-u)      1°^' 

GC 

=  o(i^  +  -1)  ^'  log  0  +  0  (1  (^  + 1)^')  +  0  u  f'^^zi:^ 

=  0(logO  +  oA— ^-^ 

V   ^~log^    /    '°^' 

=  0  (log  0  +  0(1) 

=  0  (log  0- 
Für  6^2   ist   I  ^(.s)  |    sogar  unterhalb   einer  endlichen  Schranke  ge- 
legen und  im  endlichen  Gebiet 

S<t<L,   l-,%<0<2 
desgleichen. 
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Satz:   ^Veun  für  /  >  ^^  (wo  /n  >  3  ist),  (j  >  1 . 

"  ^  "  ^ '  a  log  < 

t{s)  +  0 
ist,  so  ist  nach  Aunuhnie  irffend  eines  positiven 


für  f>L,  G>  \  —  , — r 
—    "'       -  log« 


r(s) 


a 


<  Co  log"  ^. 


Auf  die  3  im  Exponenten  der  Behauptung  kommt  es  in  der  Folge 
nicht  an;  es  wäre  nutzlos,  sie  zu  verkleinern.  Wesentlich  ist,  daß  es 
überhaupt  für  jedes  positive 

a 
eine  endliche  Potenz  von  log  t  gibt,   welche  eine  obere  Schranke  für 

r(s) 

m 

im  Gebiete  der  Behauptung  darstellt. 

Beweis:  Zwischen  h  und  —  mögen  zwei  Zahlen  h,  und  6,  einge- 
schoben  werden: 

Die  für  (?  >  1  durch  die  Dirichletsche  Reihe 


2" 

definierte  Funktion 


wp"*' 


Z(s)  =  log  l{s) 

ist    auch   für   t>tf.,    !>(?>! ,     ,    regulär.      Die   Ungleichung 

des  ersten  Satzes  aus  §  73 

(2)  ^(^)I<IH  +  I/5!;1^  +  2.1,.^^ 

wende  ich  auf 

F(s)  =  Z(s), 

s„  -  2  +  ti, 
^-1+log. 
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an.  Das  kann  ich  für  alle  hinreichend  großen  i  Denn  alle  Punkte  u-\-vi 
des  Kreises  |  s  —  ^o  |  ^  ^  gehören  für  hinreichend  große  t  (fiir  t  ^  t^ 
dem  Gebiet 

v'>L,  M  >  1 


a  log  V 
au,  weil 

t-l-,^\<v<t+  1  +,^% 
log  i  =      =  '    log  ^ 

und 

(3)  M  >  1  -  .^\ 

^   ■  —  legi 

ist,  wo  die  rechte  Seite  von  (;>)  gewiß  für  alle  hiureicheud   großen  t 
den  Wert  i  i 

übertrifft. 

Für  t^t^  liefert  also  (2),  da  mit  Rücksicht  auf 

9?Z(s)  =  log^(s) 
nach  dem  vorigen  Satz 


^<C3  +  loglog(^+l  +  i-^^,) 
<  c^  log  log  t 


ist  und 

^i^ioge(2) 

•      !y|^loge(2) 

ist,  im  Kreise  '  s  —  Sq\  <i  q  ,  d.h.  im  Kreise  |  s  —  (2  +  ^i)  ■  ^  1  + 1  -  ^ ' 

d.  h.  insbesondere  für  s  =  6  -[-  ti,   1  —  ,-^  <  (?  <  2 

'  log «  =     -- 

Z(s^  I  <  f,+  c-,  '""^^  +  2c,loglog^-^ 

log  f  log  t 

<C6l0gi5l0gl0gf 

<  Cg  log^  t. 

Also  ist  für  s  =  6  -\-  ti,   t>L,6>l  —  ,— ^ 
;       —    "'       =  logt 

|Z(s)|<c,log2^. 
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Für   o  ^  1  —  ,         gehört    nun    dt-r  Kreis   um  s   mit   dem  Radius 

'      ,    dem  Gebiet 

'-  log  t  i, 

=     0 »  =  log  V 

an,  -svenn  nui-  /  hinreichend   groß  ist  (/  ^  f^),  da 

2  logt  ^^       '     2  logt' 

—  log  t        •_'  log  t 

_  -,       ^  4-  ^     1 

■2        log  t 

ist,  was  von  einem  gewissen  t  an 

ist.     Für  t^tc,  (>  >  1  —  1 — ,   ist  also 
=  2?      =  logt 


\Z'(s)    =1^1 

höchstens  gleich  dem  Maximum  von  |Z(s)    auf  dem  Kreise  um  s  mit 

dem  Radius    *,     ^ ,  dividiert  durch  den  Radius,  d.  h. 

2  log  t '  ' 

^       c>g^(H-''-'j,|^ 

2       logt 
Also  ist  für  t^fo,  0^1 


logt 


<c2iog  ^ 


Avas  zu  beweisen  war. 


§81. 

Anwendung-  auf  die  Frimzahlfunktiou  n[{x). 

Aus  den  in  §  Liö  angestellten  Citerlegungen  in  Verbindung  mit 
dem  Satz  des  §  7H  und  dem  zweiten  Satz  des  §  80  folgt  schon,  daß 
für  alle  <)  >  0  ,      ..xi 


Ti{x)  =  Li{x)  +  0 


(^g-j/i"gx) 


§  Sl.    Anu-endting  auf  die  FrimzahlfunHion  ti{x). 
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ist.     Es  besteht  nun   aber  genauer   und   beim   gegenwärtigen  Stande 
der  Wissenschaft  am  genauesten  der 

Satz:    Die  Konstante  a   sei    so    beschaffen,   daß   für   t^t^, 


6>  1  - 


1       1 


ist;  es  sei  z.  B.^)  a  =  20.     Dann  ist  für  alle 


es  ist  also  z.  B. 


Ya 

xe   ^         ). 


Beweis:  f^^  darf  ^  3  angenommen  werden.     Es  sei 


«< 


Ya 


fest  gegeben.     Es   mögen   zwischen   «^  und        zwei   Zahlen  b^  und  h 
eingeschoben  werden: 

„=<i„<i<i. 

Nach  dem  zweiten  Satz   des  vorigen  Paragraphen   ist  für  t^t^. 
6>  l  — 


lost 


also  für     t    ^tf,,    (?  >  1 


r(s) 


log    t 


<c^logH, 


<cAo^^  t\ 


2  ^"ö       "1- 


&  werde  so  gewählt,  daß 

0<©<1, 

0>1- 


locrL 


ist  und  daß  für  —  t^Kt  ^t^,  6^0 


^{s)  ^  0, 


S'{s) 


also,  exkl.  ^'  =  1,   ^, ,    dort  regulär  ist. 


1)  Oder  a  =  18,53.     Vgl.  den  Schluß  des  §  79. 
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Es  ist  [yg\.  §  5U) 

2;rr^^(n)log^  =- /*^  ^'J^  ds  +  0(1). 

n  =  1  2  -V  / 

Es  werde,  rr  >  ]//„   vorausgesetzt,  der  Cauchysche  Satz  auf  den 
Integranden 

00*  t'js) 

uud  folo-endeii  Inteorratiouswecr  ABC DEFGHA  angewendet,  auf 
und  in  welchem  nach  dem  Bewiesenen  der  Integrand  bis  auf  den  Pol 
5=1  mit  dem  Residuum  —  x  regulär  ist: 

A  =  2-x'-i, 

B=2  +  x-l  =  Ä, 

C=  1-,    ^  .  +a;2?, 
D=l-,  ^   +^o'' 

G  =  1  —  ,      .    -  Li  =  D  , 

^=  ^  ~log(a;*)~^'''  =  ^'- 

wo  ^i?,  jBC;  de,  EF,  FG,  ha  geradlinig  sind  und  CD,  GH  auf 
der  Kurve 

(?  =  1  —  ,     - 

log  t 

verlaufen.     Dann  ist 

_j.  C  1>  !■:  F  li  H  A 

(1)  2%x^A{:n)\0'g  l  =  27tix  +  J^rJ+j +J+J+J+J  +  0(1). 
71  =  1  ji        r       h        y-;        !••       a       li 

Hierin  ist 

/•;        F       o 


l'+l\f==0{x<^), 

7-' 
C  ,  A 

f=    f 


l)  K  F 

I         C 
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0  I  -^locy^ xda 


logta 


D\         I         H\ 


h 

=  0  /         ^,     Aog^tdt 


X  ^°^' 
=  Ol  x\o^x  I  — 22 — dt 


Nun  ist 


t'        .       logx      .       loga; 


bei  festem  :r  >  e  hat  die  Funktion  von  t 

b 

=   e      log« 


log<  _*l°if_/l_     1     \ 

\       log  a-/ 

^       loga! 


1 
1 


welche  für  /^  >  1  positiv  ist  und  für  lim  sowie  lim  verschwindet,  ihr 

i=  1  t  =  :a 

Maximum  bei  der  Wurzel  von 


d/Hog.       /^_     1    ^        t\ 
dt  \  logt      '    \  loga;/      '='  ^ 


1 

?>  log  X  log  a? 


ilog-e  t 

,      2  ^            b  log  a; 
log2  /  =  ö^      , 


loga? 


-,  /     b  log  a; 

Kl-'' 


r      1 

loga; 


;)32  XVIII.    AnicdidiDiii  auf  das  Vriwzaldpiohlcm. 


(la^;  'Nraxiniuii)   ist 


-'■-y^-('-,Tr,)  1/^:5 


da 

=  ]/loga;+0(r) 


ist;  daher  ist 


J 


«y      ^     log « 


00 


r      /^^°«= 
alsOj  wenn  alle  Integralabschätzungen  in  (1)  eingesetzt  werden, 

X 

^  J in)  log '^'  =  X  \-  0(^log-*j,-e-2V'~V'io^)^ 

n  =  l 

Hieraus  folgt,  wenn 

d  =  d(x)  =  e-lXVfogx 
gesetzt  wird, 

X 

^Mn)\ogl  =  x-\-0{d''x), 

«  =  i 

x  +  d  X 

«  =  i 

X  x  +  dx 

log(l  +  d)^J(n)  +^J(n)log'^^''  =  drr  +  0{d'x), 


« =  *  + 1 
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X  +  S  X 

log(l  +  d)^{x)  =  8x  +  0(^2^')  +  0^1ogwlog(l  +  8) 

ji  =  x  + 1 

=  8x^  0{d^x)  +  0{dx\o^{x  +  öx)  •  8) 

=  Öx  +  0{8''x)  +  0(d2icloga:) 

=  da;  +  0{d-x\ogx) , 

^(^)  =  Io^H:^^^)'^  +  0(^0;  log  rr) 

=  a;  +  0((Ja;)  +  O(da;loga;) 

also  wegen 

^(^x)  =  X  -^  0{xe-"y^^), 
^{x)  =  x  +  0(a:e-«>^i°g^)  ; 
daraus  folgt  schließlich 


^   '      ,^jlog.«  ,^/  ylogw        log(«-|-l)/  \      loga? 

n  =  2  7j  =  2 


1 

3.g-al/log: 


1  j.g-aryioga; 


Neunzehntes  Kapitel. 

Beweis  genauer  Formeln  für  gewisse   endliche   über  Primzahlen 

erstreckte  Summen. 


§  '*^-- 


Hilfssätze  über  die  Crammafiinktiou. 

In  diesem  Kapitel  wird  u.  a.  die  genaue  Formel  für  f(x^  aus 
§  5  der  Einleitung  bewiesen  werden  und  auch  zugleich  eine  allge- 
meinere für 
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/(•*'»'■)       ^     mpf^'-' 


WO  r  eüi  komplexer  Parameter  ist  (der  bei  f{x)  deu  Wert  U  hat) 
und  wo  der  Strich  in  2?'  anzeigt,  daß  im  Falle  x  =  p^^  das  letzte 
Glied  nur  -^^nial  zu  zählen  ist.  Ebenso  werde  ich  unterwegs  eine 
Formel  für  ^ 

-  ^J{^,  r)  =  i\x,  y) 

\'\ogp 


-2' 


p"^r 


p'"  S  X 

entwickeln,   wo  auch  bei  ^i' =  iJÖ'"  das  letzte  Glied  den  Faktor  |  ent- 
hält, also  insbesondere  (/•  =  0) 

(=^(a;)  für  x=t=^/"  l)ei  allen  }^,  tn, 

Fix,  0)  \ 

'  (=  ^(^)  -  ilog/),  für  ,r  =i)-" 
ist. 

Diese  genauen  Formeln  sind  übrigens  nicht  die  wichtigsten  Ge- 
setze der  Primzahltheorie;  denn  sie  sind  entsprechend  kompliziert 
und  enthalten  unendliche  Reihen,  in  welchen  die  Nullstellen  von  l{s) 
auftreten,  über  welche  man  noch  recht  wenig  orientiert  ist.  Das 
Problem,  diese  Formeln  zu  beweisen,  ist  mehr  durch  die  Schwierig- 
keit berühmt,  bei  diesen  geringen  Kenntnissen  über  die  komplexen 
Nullstellen  q  doch  die  Richtigkeit  der  Resultate  festzustellen,  als 
durch  die  aus  den  Formeln  zur  Zeit  fließenden  Aufklärungen  über  das 
Primzahlgesetz,  welches  in  der  asymptotischen,  aber  dafür  so  kurzen 

Gleichung  ^ 

nix)  ~  , 

-'        loga; 

einen  viel  prägnanteren  Ausdruck  hat. 

In  diesem  Paragraphen  will  ich  nur  einen  Hilfssatz  über  die 
Gammafuuktion  beweisen,  der  zum  Teil  schon  früher  (im  §  77)  vorkam. 

Satz:    Für  — 1^(5^2,  t^2  und  für  ö  ^  2,  ^  ^  0  ist 


Beweis:    Aus 


y^-  I  ^  ^1  ^"S  I  ^ 


^:>)  =  _  r  -  ^  ^  s  V    ^ 

r{s)  ^        .s  ^'^  ^n{s-\-n) 

«  =  1 


folgt  für  obige  s,  die  ja  alle  einen  absoluten  Betrag  ^  2  haben, 
r{H)     ^^    '    -^  ^  \^  ^   n   s-\-n\' 
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also,  da  durchweg 

ist, 

r' 


s  +  n\>\s+\\, 
s  -\-  n   >  1*  —  1 


r(s)  !  <  ^  +  i  ^  I  ^  »i  s  + 1 1  +  I  ^  I  ^  «(^^  - 1) 

«  =  1  ra  =  ;  «  I  +  1 


<2  +  -VTT-''»'°gi^^  +  i^iM 
<  Ci  log  i  s  i . 

Ich  füge  noch  einen  Hilfssatz  über  die  Funktion  ctg  hinzu: 
Satz:   1.  Für   f<— 1   und  2.   für  t<,(),   6  =  —  z,  wo  z  eine 
ungerade  ganze  Zahl  >3  ist,  ist 

Hierbei  soll  c^  auch  von  s  unabhängig  sein. 
Beweis:  Es  ist  „_, 


,     sn 


2 


=  ^ 


+  e 


s  n 


1.  Für  ^  <  —  1"  ist  also 


e       —  e 
e'"'-{-l 

ni{a  +  ti) 


+  1 


^7ti{a  +  ti) j 


,     S7t  \    ^   e 
ctg  —  I  <  - 


+  1 


< 


e-"'  —  1 
e-  +  l 


2.  Für  6  =  -z{2  =  3,5,  •  •  •),  ^  ^  0  ist 


niia  +  t  i)  —  nt 

e    ^         =  —  e 


also 


ctg 


„—nt 
e    -  +  1 


e   •"  —  1 


<1- 
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§  .S3. 
Abschätzung  von 


;'(•>•) 


;(.s) 


<  ^  0  ist 


Satz:  1.  Für  ö  ^  —  1,  ^|  ^  1  ""d  -•  für  a  =  —  z{z  =  3,  5,  •  •  •), 

r(s) 


m 


<  Cr,   los     S  I. 


ist 


Beweis:  Nach  der  Fimktionalgleichuiig 

fW  -  log(2=r)  +  -^  ctg  .^   -  -jT^^:^  -  jTi:^  ■ 


Aus  Symmetriegründen  genügt  es,  1.  die  Viertelebeue  (?^  —  1,  /<  —  1 
und  2.  die  Halbgeraden  ö  =  —  ^,  ^  <  0  zu  betrachten.  Alsdann  ge- 
hört s  dem  Gebiet  an,  für  welches  der  zweite  Satz  des  §  82  bewiesen 
ist,  1  —  s  dem  Bereich,  für  welchen  der  erste  Satz  des  §  82  gilt. 
Ferner  ist  für  6^—1  (also  gewiß  für  alle  in  Betracht  kommenden  s) 


Ui-s) 


^    V"- 


daher  ist  für  alle  5  der  Behauptung 
r(s) 


f-^-|<log(2^)  +  f  c,  +  qlog    \~s    +.e 
<  c^  log  1  —  s  , 


und  dies  ist 

<C5l0g    S;, 

da  in  jenem  Gebiet  die  Größe 


unter  einer  endlichen  Schranke  Cg  liegt,  also 

log    1  -.s,  <log(Cg|5   ) 

=  logC8  +  loglsj 

<  <^9  log  1  s 
ist. 
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§  ^4. 

Hilfssätze  über  die  Verteilung  der  komplexen  Nullstellen 

von  g(«). 

Satz:  Es  sei  T>0,  N{T)  die  Anzahl  der  Nullstellen 

9  =  /3  +  yi 
von  ^(s),  deren  Ordinate  y  dem  Interv^all 

0<y£T 
auo-ekört.     Dann  ist 

N{T  +  1)  -  N{T)  =  0  (log  T). 
Beweis:  In  §  76  war  die  Identität  bewiesen: 


^'(4-  +  ! 


Us)-^     s-i       ^   p/^_j.i\^^  V«-e  ^  c/^ 
d.  h. 

(1)     y  (  -     +  ')  =  ^  ^^)  -  6  +  ^     +  i  ^^-     -^- . 
^•^^    ^U-e  +  J       m       ^  ^--^^  '   r^^i-i) 

Für  s  =  2  +  Ti  ist 


<       ''^ 


U2) 


und  nach  dem  ersten  Satz  des  §  82,  der  wegen 

T 
2 


I  +  1  -  2  +  fi 


O(logy); 


für  T  ^  4  anwendbar  ist, 

also  ist  für  s  =  2  +  Ti 
somit  a  fortiori 
und  daher  wegen 

Landau,  Verteiluug  der  Primzahlen  22 
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9i(   ' 

,n           2-p 

+,^ 

p 

,  +  J-(2~ß)*-\-iT- 

-y)* 

'  +  -r 

2-ß 

-(2-P)'+(r- 

~ry 

>4  +  (7'-^' 

(2) 

y  _ 

1 _    n/l.^nr   r\ 

In  der 

Summe  links  gibt 

es 

Glieder 

,  für  welche 

N(T  +  1)  -  N{T) 

ist;  jedes  derselben  ist 

ä.;. 

1 

2  • 

Daher  ist  diese  Teilsumme 

=  2  ' 

""^"^  iV(r  +  1)  -  N(T)  =  0  (log  ^' j. 

Aus   dem   bewiesenen    Satz  folgt  für  konstantes  A'^0  und  kon- 
stantes B^  A 

B-A-l 

y(T-\-B)  -  NiT-\-Ä)  =^{N{T-\-Ä  +  «+!)-  ^\T  +  ^  +  w)} 

n  =  0 

(3)  =0(logT), 

ferner  ^, 

iY(r)  =  iV^(l)  +2^^  { -^('0  -  ^^>  -!)}  +  {  NiT)  -  N{[T]) } 


0^  log  11+  OilogT) 


=  0{T  log  T). 
Satz:  \\'<'un  fj  in  ^     nur    alle    diejenigen    Wurzeln    durch- 
läuft,  fü  r  welche 
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ist,  ist 

Beweis;  Es  ist 

2j  1  +7T~-  7)^  =  ^  1  -flT—Jy 

>y' ' 

Q 

Avomit  nach  (2)  die  Behauptimg  bewiesen  ist. 

Satz:  Es  ist  iüv  s  =  6  -\-  Tl,  —  1  ^  ö  ^  2 

Beweis:  Nach  der  aus  (1)  folgenden  Gleichung 

ist  für  obige  s,  da 
ist, 

I        Q  I 

<  Cii  log  i  s  L 

Die  Glieder  dieser^,   welche  nicht   zu  ^   gehören,  haben  nach  (3) 

eine  Anzahl 

<  N{T  +  1)  -  N{T  -  1) 

=  0(logr); 
jedes  jener  Glieder  ist  absolut 

^        kl 

^  1   +  <?i2,  •* 

da  es  für  eine  feste  obere  Schranke  c^g  gibt.     Daher  ist 

22* 


s    .    5 
2 
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also 

<ivv^i„  +1)  +  yi ' '--AI 

=  L^\s+3  — G^e/      ^     -^\s  — p        s  +  3  — e^l 
<  ^u  log    S  1  +^     ,_^      ,%3_^ 

^  c,  log  I  s  I  +2"  '3(,_rt|,|(s+3-,)| 
=  q.log  s   +2     ^_^3___ 

=  C,4l0g|5     +3^^  (T^' 

also  nach  dem  vorigen  Satz 

<  Ci6  log  T, 


§  85. 

i '( .f ) 
Weitere  Hilfssätze  über  ^rrr. 

Nach   dem   ersten  Satz  des  §  <S4  gibt  es   speziell  eine  Konstante 
Ci-,  so  daß  für  jedes  ganze  g^2  das  Ordinatenintervall 

g<f<g+l 

höchstens  c^-  log<7  —  1  Nnllstellen  enthält.  Teilt  man  da.s  Intervall 
(g  .  .  .  g  -\-  1)  in  [Cy-,\ogg\  gleiche  Teile,  so  muß  also  mindestens  eines 
dieser  Teilintervalle  in  seinem  Innern  kein  y  haben.    Wird  der  Mittel- 
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punkt  je  eines  solchen  Intervalls  mit  T^^  bezeiclinet  —  womit  je  eine 
Zahl  T2,  T.^,  ■  •  '  eingeführt  ist  —  so  ist  also  für  jedes  g^2  und 
jede  NuUstellen  Ordinate  y 

T  -      \->  ^ 

1^^       y\^2[c,,\ogg-\ 


>  ' 


=  2c^,\ogg 
1 


>: 


1 


c\s  log  T^ 
c^g  ist  von  g  und  y  unabhängig. 

Die  Zahlen  T    seien  nun  ein  für  alle  Male   fest  gewählt.     Dann 
gilt  der 

Satz:  Für  t=  T^  ist 

I  ^-^'  <r  r    loo-2|  cl 
Beweis:   1.  Für  G^~\,t-=Tg  ist  schon  nach  dem  Satz  des  §  83 


<  C5  log  I  s  j 

<C2olog'is 

2.  Für  -  1^(?^2,  t=T,j  ist 


^^)  =  &  _  ^_  -  lSi  J  4-  ^i-J—  +  1-^  +  v7-^  4-  M 

wo  ^  so  in  ^  +  ^    eingeteilt  ist,  daß 

ist.    ^'"  umfaßt  nach   §  84,(3)  nur    0  (log  T^)  Glieder^),   deren  jedes 

nach  Definition  der  T  -Zahlen 

1 

<Cx8l0gT^  +  p- 

<  Ci,s  log  T^  +  C12 

1)  Das  Zeichen  0  bezieht  sich  auf  eine  Funktion  der  ganzzahligen  Variablen  g. 
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ist;  daher  ist.  gleichniäßig  für  —  1  <  (?  ^  2 
ferner  ist  nach  dem  ersten  Satz  des  §  X2 

--rf-     -0(logT,), 

nach  dem  letzten  Satz  des  §  84 
daraus  folgt 

?'(*)  =  0(1)  +  o{^)  +  o  (log  i;)  +  0(iog  i\^)  +  0  (log^^  rj 


=  o(iog^T,;), 

^^    <r  r    loo-2  s 
3.  Für  (?  ::>  2,  ^  =  T,^  ist 


<  c.,,log2|s 


§  86. 

Über  die  Darstellung  der  endlichen  Koeffizientensiimme  einer 
absolut    konvergenten    Dirichletschen    Reihe    durch    ein    be- 
stimmtes Integral. 

Satz:  Es  ist  für  a  >  0,  7' >  U,  C  >  i),  wenn  T  =  Min.  U',  U) 
die  kleinere  der  beiden  Zahlen  T,  U  ist  (eventuell  ihr  ge- 
meinsamer Wert,  wenn  sie  gleich  sind"), 

1.  falls  11  >  1  ist, 

a  +  Ti 

,A',/.-2.t;  <f.,""  , 

J    *•  T    logy  ' 

a—  L'i 
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2.  falls  0<y<l  ist, 

a+T: 


\JXäsi<l~t 


s         \=  V  —  logy 

a—  Ui 

=  2   jy^ 

loer 

y 

Beweis:   1.  Es  sei 
Ich  wende  den  C au chy sehen  Satz  auf 

und  das  Rechteck  mit  den  Ecken  a  —  Ui,  a  +  Ti,  b  +  Ti,  b  —  Ui  an, 
wo  &  <  0    ist.      Dann  ist,    da    der  Pol  s  =  0    mit   dem   Residuum   1 


darin  liegt, 


a  +  Ti  b-üi  b+Ti  a  +  Ti 

ß  rf^  -  2,..  =f'{  ds  +Jt  ds  +ßds, 

i-Ui  a-Ui  b-Ui  b  +  Ti 

a  +  Ti  a  a 

Jy^Js-2^i\£J'^cl6  +  {T+  U)-^^+ß^cU 

-  Ui  6  b 

a 

<,\Jtfd6+{T+U)^^^ 

b 
a 

£yffda+{T+  U) 


/ 


-  h 

b 


=    2_^      1(2^1      m^ 

Flog 2/  ^  y-^^  *^ )  —h' 

also,   d^a   dies   für   alle  &  <  0  gilt,    wenn    zur   Grenze  &  =  —  oo   über- 


gegangen wird, 

a+  Ti 


I   f^ds- 


—  F  log  ij 


2.  Es  sei 

0<^<  1. 

Ich  wende  den  C  au  chy  sehen  Satz  auf  das  obige  Rechteck  an,  wo 
aber  b  eine  Zahl  >  a  bedeutet.  Dann  ist,  da  der  Pol  des  Integran- 
den  außerhalb  dieses  Rechtecks  liegt^ 
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a-üi 


a+Ji  h-n  h+Ti  a-\-Ti 

-Ci  a—n  h-Ci  l>+Ti 

a  n 

I, 

<yJy'Ulö+{T+uy{ 

a 

00 

a 

also,  wenn  zur  Grenze  6  =  oo  übergegangen  wird, 

a  +  l'i 

!''■''■ 

.1     s 


''  ds    <^>     ^- 

s  V  —  log  y 

a—  Vi 


Aus  diesem  Satze  folgt,  daß  das  unendliche  Integral 


a  +  Ti 


AVs  =  lim      /ff/ö-, 


wo  a>0  ist,  für  ^>  1  und  0  <  y/  <  1  konvergiert  und  den  Wert  hat: 

a  +  oo« 


/' 


y.  ^      y^'-l'xi       für  //  >  1, 


s  ""*    [=0  für()<?/<l. 

a  — <x  j 

Für  v/  =  1  ist  das  Integral  gewiß  nicht  konvergent,  da 

idt 

-\-ti 
i-Vi         -ü 

T  T 

dt 


a  +  Ji  J 

J    s      Ja 


ist,  wo  der  reelle  Teil  für  T  =  oo,  U  =  od  keinen  Limes  hat,  wenn 
T  und  U  unabhängig  ins  Unendliche  rücken;  wenn  jedoch  von  vorn- 
herein  U  =  T  gesetzt  wird,  so  hat 
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a  +  Ti 


a  —  'Vi  —  T 


/is  _  r   tdt  .     f    d 

-  T 
T 

J   «' 


dt_ 


für  T  =  oo  deu  Limes 


I     dt  .      r     adu 

J  a-  +  i-  J  «^+(a 

■00  —00 

oo 

—  00 


uy 


du 

-j-  M^ 


0 


und  zwar  gilt  die  Restabscliätzung 

a+  T  i 


J  ?  -  ^*"  i  =  i  '""fa^Tt^  +  ^'^^/^ 


dt 


+  t' 


<  2a  1     .  ,  ^, 

2' 

oo 

<  2«j  t^ 

r 

2a 
~    f' 

Für  alle  //  >  0 

haben  wir  also  gefunden: 

a  +  Ti 

existiert  und  ist 

lim       /  —ds 

a-Tt 

(1) 

=  2;;r/  für  ?/  >  1, 

(2) 

=  :?t«     für  y  =  1, 

=  0       für  0<?/<  1, 
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und  zwar  ist  für  ?/  >  1 


a+  Ti 


J    s  —  Tlogi)  ' 


für  y  =  l 


a  +  Ti 

1  ~(ls  —  Tli    ^  ^,fl, 

für  //  <  1 

(3j 

a  +  Ti 

,/    s          =  T^logy 

a  -  Ti 

Satz:    Es 

sei  «  >  0, 

n  —  1 

konvergent, 

also 

^«  =i'^^ 

eine  für  6  =  a  absolut  konvergente  Diricbletsclie  Reihe  und 
ic  >  0.     Es  werde 


fix) 
gesetzt.     Dann  ist 


71=1 


für  nicht  ganze  x. 


=^K  -  2    ^^^  ganze  x 


a  +  Ti 


lim       f'''D{s)ds  =  2%if(x) 
r=oo     t'     * 


rbrigeiis  bi-aucht  B(s)  auf  der  in  Betracht  kommenden  Geraden 
(3  =  a  nicht  regulär  zu  sein:  nur  für  6  ^  a  folgt  dies  aus  den  Voraus- 
setzungen. 

Die  Betrachtungen  des  §  5U  zeigen  nur  die  wegen  der  absoluten 
Konvergenz  des  Integrals  viel  leichter  beweisbare  Relation 
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Beweis:  Da  von  a  —  Ti  bis  a  +  Ti  wegen  der  gleichmäßigen 
Konvergenz  gliedweise  integriert  werden  darf,  ist 

a  +  r»  a  +  7'/       ^ 

a  —  Ti  a  —  Ti        n  =  1 

a+Ti 

71  =  1    a  —  Ti 

a  +  Ti  a  +  Ti 

M  =  l     a-Tt  ?i  =  .i-+l     a-Ti 

Nun  ist  nach  (1)  in  den  Gliedern  der  ersten  Summe,  für  welche 
n  <ix  ist  (d.  h.  in  allen  mit  eventueller  Ausnahme  des  letzten,  falls 
nämlich  x  ganz  ist), 

a-^Ti 

lim        /    —^^ds  =  2ni, 

T  =  o=       '^,.  * 

a  —  7  « 

nach  (2)   in   dem   etwaigen  Gliede  n  =  x   (das   für   ganzes   x   auftritt) 

a  +  Ti 

lim        / ds  =  Tci . 

a-Ti. 

Jedenfalls  ist  daher 

a  +  Ti  a  +  Ti 

n  =  l    a-Ti  m  =  1  a,-Ti 

=  27tif\x), 
und  die  Behauptung  des  Satzes  reduziert  sich  auf 

a  +  Ti 

lim     2"'^.    fk-'''-''- 


Nun  ist  nach  (o),  da  hier 


0<  "^  <1 

n 
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ist,  für  n  ^  [a:]  +  1 


also 


a  +  Ti 

ß 


n/ 


ds 


n 

-log- 


< 


a  +  Ti 


2". 

n  =  x  +  1   a—  Ti 


(»l/.      <     ' 


T   ,      /  [ic]  +  1  \     jLJ    n°-    ^ 


wo  die  rechte  Seite  für  T  =  oo  den  Limes  0  hat. 


§  .^7. 
Anwendung  auf  die  Darstellung-  und  Berechnung  von  l\x, r). 

Für  die  in  §  82  eingeführte  Funktion  F{x,  r),  in  der  ich  vor- 
läufig r  reell  annehme,  ergibt  sich  also,  da  die  zugehörige  Dirichlet- 
sche  Reihe 

log  p  Ä  (n) 

l>,m       P  n  =  \        " 


=2" 


J(n) 

r  +  .1 


für  (?  >  1  —  /•  sicherlich  al)solut  konvergiert,  folgendes:  Wenn 

a  =  Max.  (1,  2  —  r), 
d.  h. 

rt  =  1  für     >•  ^  1 , 

(1  =  2  —  r     für     '■  ^  1 
gesetzt   wird   (so   daß  a  >  0   und   a>  \  —  r  ist),  dann  ist  für  x>0 
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a  +  Ti 

J    s    ? 


a-Ti 


a  +  Ti 

'tir  +  s) 

a  +  r  +  Ti 


=  liin       \~'Jf^ds 


=  lim  "^-'-^,ds 

r=«       J     s  —  r  J(s) 

a  +  r-Ti 
b+  Ti 

Ij-Ti 


WO 

ist,  d.  h. 


h  =  Max.  (2,  1  +  r) 

h=l  -\-  r     für     r>l , 
h  =  2  für     r  <:  1  . 

Daraus    folgt    ganz    speziell,    wenn    T    nur    die    diskrete    Wertfolge 

T,  ((/  =  2,  3,  •  •  • )  durchläuft, 

'>+Tyi 

(1)  -2jiiF(x,r)  =  lim        f^-^^-^ds. 


b-T„i 


0 

Ich  nehme  nun  vorläufig  das  reelle  r  Terschieden  von  1,-2,  —  4, 

—  6,  •  •  •  an;  die  Fälle  >'  =  1,  —  2,  —  4,  —  6,  ■  •  •  werden  sich,  da  die  linke 
Seite  von  (1)  stetig  ist,  durch  Grenzübergang  nachträglich  aus  der 
Endformel  ergeben. 

Es    sei   x'>l.     Ich    wende    den   Cauchyschen   Integralsatz    auf 
den   Integranden   in-  (1)   und   das   Rechteck   mit   den  Ecken   &  +  T^i, 

—  z  +  T  i  au,  wo  z  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,  welche  ^  3  und 
^  —  r  +  1  gewählt  sei.  Dies  Rechteck  enthält  gewiß  auf  dem  Rande 
keine  singulare  Stelle  des  in  der  ganzen  Ebene  meromorphen  Inte- 
granden.    Denn  der  Pol  erster  Ordnung  s  =  r  mit  dem  Residuum 

m 

[r  war  von  den  Polen  von    ,  .-t    verschieden  vorausgesetzt)  liegt  wegen 

—  z^r— l<r<h 

im  Rechteck,  und,  da  —  ^  keine  Nullstelle  von  ^(s)  ist  und  auch  die 
Ordinaten   +  T    frei   von   solchen   sind,   liegt   auf   dem   Rande   keine 
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sincfuläre  Stellr  tlus  Integranden.     Im  Innern  liegen  folgende  singulare 
Stellen,  siimtlich   Pole  erstiT  Ordnung: 

1)  s  =  r  mit   dem    ilesiduum  ^;^, 

2)  >■=  1   mit  dem   Residuum  —„      -, 

1  —  ?• ' 

8;  s  =  -  2,  -  4,  .  .  .,  -  ^  +  1,  d.  h.  s  =  -  2^  für  v  =  1,  2,  ••.,  [|] 

mit  dem  Kesiduum  -2v-/- 

—  23  — r  ' 

4)  die  nicht  reellen   o,  für  welche 

-T,<y<T,^ 
ist,  mit  dem  Residuum 

x'-'-'' 
Q  —  r 


iß){ 


Daher  ergibt  sich 

6  +  7;,» 
1     rx"'"'?:  (s)  ,  X 

IniJ  s — r 


i-?V'  7  =  1  -J\,<Y<r,j 


.      1      C^'-'t'{s)    ,      ,      1     fx'-'-  t'(s)    ,      ,      1     Cx"-'   r(s)    , 

In  (2)  lasse  ich  nun  ,?  —  durch  ungerade  Werte  —  unendlich 
werden  und  heluiupte,  daß  jedes  der  vier  in  Betracht  kommenden 
(von  ^  abhängijren )  Glieder  rechts  einen   Limes  hat. 

Was  nämlich  zunächst  das  vorletzte  Integral  rechts  anbetrifft,  so 
bat  der  Weg  die  feste  Länge  2  7'  ,  und  auf  ihm  ist  nach  dem  Satz 
des  §83 

\s  —  r  t{s)  z  +  r     ^      o       I 

was  von  den  Punkten  s  des  Integrationsweges  unabhängig  ist  und  für 
^  =  00  den  Limes  0  hat.     Daher  ist 

-:  +  yy 

'{s) 


lim  /V"'  r(« 

z=coJ  s  —  r  ?(s 


.  .    r/.s  =  0. 
(*) 
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Bei  den  zwei  anderen  Integralen  rechts  in  (2)  ist,  soweit  ö  <  —  1 
ist^  auch  nach   dem  Satz  des  §  83 

<Crj0g\s\, 

Cslogisl; 


s  —  r 

r(s) 

\s  —  / 


da  für  s  =  ff  +  l\,i 


, .       log  1  ,s  I         ^ 

hm  ,  -"       =0 

s  —  r\ 


a  =  —  ooc 


ist,  liegt  a  fortiori  auf  der  Strecke  ö  <  —  1   der  Geraden  t  =  2]^  oder 


t  —       T,j  log  1«! 

\s  —  r\ 

unter  einer  endlichen  Schranke;  da 

- 1 


Cx^di 


konvergiert,  dürfen  jene  zwei  Integrale  bis  ö  =  —  oo  erstreckt  werden, 
haben  also  gewiß  für  durch  ungerade  Werte  wachsendes  0  einen  Limes. 
Endlich  ist  wegen  x  '>  1 


-25-r 
2q  —  r 


vorhanden, 
r  G 


7  =  1 


Der  Grenzübergang  ^  =  00  liefert  also 


(/>) 


^nij  s  —  r  S- 


(ß) 


ds  = 


1  —  r      ^'2q-\-r^^Q  —  r^   J(r) 


ö  +  T^i 


2  7tiJ  s  —  r  S{s)  '~  'iTtiJ  s  —  rS< 

-X.-T  i  - 00  +  r  i 


ds. 


Jetzt  lasse  ich  g  (durch  ganze  Zahlen)  unendlich  werden.  Für 
die  von  g  abhängige  Summe  rechts  in  (3)  kann  ich  zwar  nicht  direkt 
zeigen,  daß  sie  einen  Limes  hat,  wohl  aber  für  die  linke  Seite  und 
die  zwei  von  g  abhängigen  Integrale  rechts.  Daraus  folgt  dann  eben, 
daß  auch  jene  Summe 


einen  Limes  hat. 


2. 
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Zuiiäclist  nähert  sich  nach  (1)  die  linke  Seite  von  (3)  dem  Limes 
—  F{x,  r).  Ferner  ist  in  beiden  Integralen  rechts  nach  dem  Satz 
des  §  85 


?'(«)  i  ^  .   ^"-'-  log*  «i 


s  —  r  S{s) 


<C  Cjg  X 


also,  wenn  nur 

(j>2\r[ 

ist,  wegen 

>s    >2   r  , 

1  s  —  r  1  >    s    —    r\ 

x" 

'"   S'is)       ^.^            o-rl0g',s: 

s  — 

-r    ff..>^       ^  -^19^               'ä 

also,  da    ^^  —  für  y  >  e-    mit   wachsendem   y   abnimmt    und 


ist,  für  r/  >  Max.  (2  r  ,  8) 


x""'  t'is)  '        .)  . 
S  —  r  S(s)  '^ 


.-,log^^, 


19' 


(4)  /fe:^.;<2,,Ä.-^/,., 


und  ebenso 

Die  (gemeinsame)   rechte   Seite   von   (4)   und  (5)  hat  für  g  =  oo  den 
Limes  (j.    Daher  haben  die  beiden  Integrale  rechts  in  (3)  den  Limes  0. 
Der  Grenzübergang  g  =  oo  liefert  also  aus  (3): 

(b)    i^(^.r)  =  ^_-+2-2iTr-iL":     2    ,-r- m' 

Jetzt  ist  es  leicht,  zu  beweisen,  daß  die  unendliche,  nach  nl)solut 
wachsenden  Ordinaten^^  geordnete  Reihe 

1)  Wobei  die  Reihenfolge  der  q   mit  absolut  gleicher   Ordinate   unerheb- 
lich ist. 
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Q  —  r 


konvergiert.     Da  die  Existenz  von 

lim         y, 

feststeht,  ist  es  hinreichend,  außerdem  nachzuweisen,  daß 
,8)  lim       2     \f^.   =0 

ist.     Denn  jede  Folge  konsekutiver  Glieder  (von  Anfang  an) 

V         Q    —r 

n  =  l    ^" 

WO  die  Ordinate  von  ^,,  absolut  größer  als  2  ist,  unterscheidet  sich  ja 
von  einem  _^        „_,- 

j^       Q  —  r 

um  einen  Gliederkomplex,  der  ganz  einem  Streckenpaar  —  ((/+  ^)^'y'^~!Jj 
g^y  ^g  -\-  1  angehört.     Nun  hat 


-ST!        a;« 


Q  — r 


nur  O(log(/)  Glieder;  jedes  ist  <! ,  woraus   die  Behauptung  (8) 

folgt  und  damit  die  Konvergenz^)  von  (7)  und  aus  (6)  die  Endformel 

(9)  F{x,  ^)  =  1  _  ,.  +  ^  "2  ^"i    ,.  —^  Q~r~  J(i-)  ' 

1)  Natürlich  ergibt  sich  aus  (8)  auch,  daß  die  Reihe  (7)  nach  wachsenden 
absoluten  Beträgen  der  p  geordnet  werden  darf,  wobei  die  Reihenfolge  der  q 
mit  gleichem  absoluten  Betrage  unerheblich  ist.  Denn  dem  Kreise  's  <r  ge- 
hören für  r>l,  da  er  die  Gerade  c  :=  0  in  den  Punkten  +  r*,  die  Gerade 
ö  =  1  in  den  Punkten  1  +  "j/r^  —  1  •  i  schneidet,  alle  q  an,  für  die  y  ^  |/»'^  —  1 
ist,  und  alle  dem  Kreise  angehörigen  q  haben  ihr    y  |  <  r.     Da  nach  (8)  gewiß 

,-  =  ji         j^  q  —  r 

>//■=- lg  Ij/lg,- 

ist,  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Landau,  Verteilung  der  Primzahli'u.  23 
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für  alle  reellen  r,  bei   welchen 

einen  Sinn  hat,  d.  h.  mit  Ausschluß  von  >'  =  1,  —  -.  —  4,  —  6,  ••  •. 
Nun  ist  die  linke  Seite  von  (9)  für  alle  reellen  r  definiert  und 
stetig.  Der  Wert  für  »•  =  1  und  r  =  —  2^/^  ist  also  gleich  dem  Limes 
der  rechten  Seite  für  Annäherung  von  ;•  au  diesen  Wert  r^.  Die 
Summe 


^ 


Q  —  r 


ist  in  jedem  endlichen   Intervall  von  r 

9\  <  r  <  Vo 


gleichmäßig  konvergent,  da 


=  .r"'^     -  + 


Q  —  r  Q        Q{Q  —  r) 

und 

x'-'-'r    I  a;^-^^Max.(|r,!,|r,|) 

Q(Q  —  r     '^---  •/'     y 

ist,  wo  die  rechte  Seite  das  allgemeine,  von  r  unabhängige,  positive 
Glied  einer  konvergenten  Reihe  darstellt.     Es  ist  also 

iimV-'"'  =y^'~''\ 

f  c 

Auch  ist  auf  jeder  endlichen  Strecke 

)\  ^  r  <  /g 
die  Reihe 

00 

jiLj    '■i<l  +  r 

7  =  1 

i^leichmäßicT  konvergent,  Avobei  der  Strich  andeuten  soll,  daß  von 
der  Summierung  alle  diejenigen  Glieder  auszuschließen  sind,  für 
welche  '2q  -{-  r   dem  Intervall  (r,  •  •  •  >-^,)   angehört;   es   ist  nämlich  für 

7>Max.(  r,  ,  \r.,\) 

x~^''~'        a;~-^~'' 
■2^  +  r  <        ,j 
Daher  ist 

F{x,  1)  =  lim  F{x,  r) 

r=l 

7  =  1 
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und  für  q^  =  .1.  2.  o.  ••  ■ 

i-Vr,  —  '2q^)  =  lim  F[^.i;  r) 


9  =  1 

'2  =¥90 


Mit  anderen  Worten:   Es  ist  (9)  für  alle  reellen  ;■  gültig,  wenn  man  im 
Falle  r=l  imd  ;•  =  —  2</^  unter  der  Summe  der  zwei  sinnlosen  Glieder 
den  Limes  bei  Annäherung  von  /■  an  den  betreuenden  Wert  versteht. 
Übrigens  ist  in  (10) 

=  l™((-^  +  log.'-'"^('-l--)-(^,-f-Vr-l--)) 

=  log.r-  C 

und  in  i^ll),.  wenn 

lim    ( —  "t—  -i-  ~ j — )  =  J5_2j„ 

gesetzt  wird. 

=  —  log  X  -^  5_  e ;,  - 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Formel  i^9^  für  Fyx.  n  mit  dem- 
selben granum  salis  auch  gültig  ist.  wenn  r  irgend  eine  komplexe 
Zahl  bedeutet.  Die  linke  Seite  F\^.r.  >■)  Ton  (9)  ist  nämlich  bei  festem 
X  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  r.  Ferner  sind  offenbar  in 
jedem  endlichen  Kreis 

'•    <c 

der  /--Ebene  beide  Reihen  auf  der  rechten  Seite  von  y))),  falls  in  ihnen 
die  Glieder  weggelassen  werden,  für  welche  '2q  -{-  r  bzw.  q  —  r  jenem 
Kreise  angehört,  gleichmäßig  konvergent.     Denn  bei 


Q  —  f  Q         9(Q~r) 

ist.  wenn  nur     ;•     hinreichend  groß  ist.   im   Kreise  \r  <  f  der  abso- 
lute Betrag  des  zweiten  Gliedes 

!/»$  —  '■*.  ^^  ~  -  r 


9(e  — '•  7 
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woraus  die  gleichmäßige  Konvergenz  von 

also  von 

jLJ    Q-r  ^     Q    ^^    ('(p  — r) 

folgt,  und   bei  der  Reihe 

Z     29  +  »- 

7  =  1 

ist  von  einem  gewissen  q  an 

\  2q  +  r     ^        q        ' 

Die  rechte  Seite  von  (9)  stellt  also  in  der  ganzen  Ebene,  aus  der  die 

r'(r) 
Pole  von  hei'ausgenommen  sind,  eine  reguläre  Funktion  dar;  folg- 

lich gilt  (9)  auch  in  dieser  punktierten  Ebene.  Und  zum  Schluß 
sehen  wir,  daß  (9)  auch  richtig  bleibt,  wenn  r  mit  v  Nullstellen  q^^ 
(einer  Nullstelle  vter  Ordnung,  v^l)  der  Zetafunktion  zusammenfällt, 
falls  nur  dem  für  r  =  Qq  sinnlosen   Bestandteil 

der  Sinn 


lim  \—  V  —  ~  1 

r=„A      Po-'-     m/ 


Co 

beigelegt  wird,  d.  h.  der  Wert 

-  vlogx  -^r  B^^, 


wo 

I^,„  =  lim(-^>U— '^_^  ) 

gesetzt  ist. 

Also  gilt  (9)  für  alle  komplexen  r,  wenn  im  Falle 

r  =  1,  -  2r?o.  (j 

der  auftretende  Komplex  endlich  vieler  sinnloser  Glieder  seinen  Limes 
bedeutet. 
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§88. 
Übergang-  zu  fioc,  r). 
Es  war  nach  Definition 

wo   beidemal    das    etwaige    Glied    mit  jOg™"  =  x   den   Faktor   \   erhält. 

Es  ist  ^ 

F{x,r)  =  -^'J{x,r), 

also  für  reelle  R  ^ 

fix,  B)  =  -jF{x,  r)  dr  +  c(x), 

0 

wo  sich  die  Integrationskonstante  (in  bezug  auf  r)  c{x)  leicht  aus 
lim  f{x,  R)  =  0 

R  =  co  ^ 

=  —  JF(x,  r)dr  +  c{x) 
(» 
als 

CO 

c{x)  =  j'Fix,  r)dr 

0 

bestimmt^  so  daß  « 

f\x,Il)=jF{x,r)dr 

R 

ist.     Insbesondere  ist  also 

f{x)  =  fe  0) 

=jF{x,r)dr. 

a;  sei  >  1. 

I.  Ich  will  fix,  R)  zunächst  für  —  2  <  jR  <  1  explizit  darstellen. 
Es  gilt  die  Identität  (9)  des  vorigen  Paragraphen  auf  dem  Wege  von 
r  =  R  bis  r  =  oo  mit  Ausnahme  des  oberhalb  R  gelegenen  Punktes 
r  =  1.     Nun  ist  für  positives,  zu  Null  abnehmendes  h 

l-h  00 

f[x,  R)  =  lim  (  f  Fix,r)dr  -{-f  F(x,r)drj, 

''  =  0     R  l  +  A 

also,  da  in  jener  Identität  (9) 

Fix  r)  -  ""-  +  V"^-  -  V  "'^"  -  ^'-^^- 

5  =  1  O 
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jede   der   zwei  Snmineu   auch    im    I 'unkte  r  =  1    einen  Sinn   liat.   also 
hier  die  vorläufige  Kintührung  des  h  unnötig  ist, 


(') 


H  1  +/i 


demi    die   Integration    bis    c^    ist    sowohl   bei als  auch  bei   \)    , 

°  1  —  r  S(>-)  ' 

also  auch  bei  der  Differenz  beider,  erlaubt.     Es  ist 


1  +  A  1  +  A     ]K  m 


^  ».»•»<'+') 


mp 


=  -ioge(i  +  /o 

=  -Z{l+h). 

Es  ist  ferner,  wenn  Z(E)  den  Wert  bezeichnet,  welchen  die  für  (?>  1 

eindeutige  Funktion  ^, ,  ,       ,      ,  ,  . 

^  Z(s)  =  loge(s) 


^  mf 


VI  f 

p,  m 

bei  Fortsetzung  längs  der  reellen  Achse  mit  Ausbuchtung  nach  oben 
zur  Vermeidung  des  singulären  Punktes  s  =  1  im  Punkte  R  annimmt, 

wo  das  erste  und  dritte  Integral  geradlinig  erstreckt  sind,  das  zweite 
über  den  Halbkreis  nach  oben  mit  dem  Kadius  h.     Da  nun 

1  +  A  1  +  A 


lim    A>)dtr  =  -lim    T-^ 


0 


,.         pie'l'Udtp 

—  lim     I . 

h  =  Q  tJ      he''" 


—  lim  (—  71  f) 

Ä  =  0 


=  ;r? 
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ist,  ist  nach  (2)  der  Bestandteil  der  rechten  Seite  von  (1) 

1  -  A,  =o 

R  l+h 

diese  reelle  Zahl  ist  gleich  dem  reellen  Werte  von 

logi-tiB)). 


Ferner  ist 

1-//                                               00                                                                                   -h  1-R 

R                           l+A                                             -oo  /, 

,.  -  /(  J.X  -  K 

=  lim(/V"  +f^), 

k=0\J     log»  '  J    log!*/' 

also,  da  , 

T     r  du      ,.           r  du 

lim  I  ,         =  lim  /         1 

/,=-oJlog«        Ä  =  o          J  logt« 


2-x~''  l  +  Aloga;  +  - 

0 


ist. 


,.      /   I  du         l    du  \ 


d.  h.  nach  der  Definition  in  §  4 

Ich    behaupte    ferner,    daß    jede   der   beiden    unendlichen   Reihen 

>  ^, — , —   und      >  einzeln  und  zwar  gliedweise  von  r  =  B  bis 

.^^   ^q-j-r  jiLJQ  —  r  ^ 

9  =  1  p 

r  =  OO  integriert  werden  kann.     Für 

^  p  — r 
folgt  dies  aus 

Q  —  r  Q         p(p-r)' 
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denn  der  erste  Summand  rechts  liefert,  da  .r"'"  heraustritt, 


und  der  zueile  darf  wegen 

x'-' ~'  r     ^  x^ ~ '" . n 
e(p-r)    ---       y* 

bis  r=  oo,  und  zwar  gliedweise,  integriert  werden,  da 

so 

Cx-'r  dr 
k 
konvergiert.     Für  ^ 

^   2q  +  r 


7=1 


folirt  dies  noch  einfacher  aus 


Also  erhalte  ich  aus  (1)  ^  ^ 

/■(:r,  ii.)  =  Z*f^^-«)  +  l0g(-  UR))  +2f^2qZ  '^'  -2ff-r^' 

1=^  R  Ca 

Hierin    vereinfacht   sich  noch    manches.     Es   ist,    wenn  die  Er- 
klärung von  Li(e"')  aus  §  5  berücksichtigt  wird, 


00  o  —  n 

—     dr  =       I      dy 

H  -  oc  +  y  j 

(p  -  R) 


-  oc  +  y  j 

(p  — Ä)logx 

ds 

s 

00 -f-  yiloga; 


=  Li{x-'~^)  +  :7ri, 

wo  das  Zeichen  —   für  7  >  0,  das  Zeichen  +  für  7  <  ^-^  gilt. 
Endlich  ist 

9  =  1  A  '^-l  27-fÄ 


V=ll 
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also,  da  alle  Elemente  positiv  sind  und  folglicli  die  Vertauschung  der 
Summation  mit  der  Integration  erlaubt  ist, 


5=1^  1        7=1 


oc 

-/ 

1 

00 


^     \—x~ 


U  rj^U 


du 


00 

J  ?/log2/(y-  — 1)  '^^ 


Also  kommt  für  —  2  <  jR  <  1  heraus: 

fix,  K)  =  Liix'-'')  +  log(-  tiB)) 


(3) 


?  a; 

Insbesondere  für  B  =  0  ergibt  sich  wegen 

-e(o)  =  i 

/X:c)  =  f(x,  0) 

also,   wenn  die  Wurzeln  q  in  Paare  p',  q",   wo   ^"  =  1  —  ^'   ist,   zu- 
sammengefaßt werden, 

00 

fix)  =  Liix)  -^(Li{x^yJr  Li(x^")}  +f^^^yiogy^y  -  l^g^, 

C  '?  .r 

wie  schon  in  §  5  der  Einleitung  angekündigt  stand. 

Ebenso  will  ich  jetzt  f(^x,  K)  für  alle  komplexen  R  darstellen 
und  zwar  direkt^)  auf  demselben  Wege  aus  F(x,  r).  Es  genügt,  ein 
II  zu  betrachten,   das  von  1  und  von  allen  —  2q  und  q   verschieden 

1)  Natürlich  ließe  es  sich  auch  aus  fix,B),  — 2<^i?<|l,  ableiten,  da  fix.B) 
eine  ganze  Funktion  von  R  ist  und  nur  alle  Glieder  rechts  in  (3)  als  ana- 
lytische Funktionen  von  i?  studiert  und  auf  simultanen  Wegen  fortgesetzt  zu 
werden  brauchen. 
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ist;  für  ein  solches  ausgeDonimenes  7?  ist  f(x,  R)  eben  der  Limes  des 
sonst  gültigen  Ausdrucks^'. 

11.  Es  sei  zunächst  M  reell,  <  —  -  und  von  —  4,  —  (!,  •  •  •,  —  2q,  •   ■ 
verschieden.     </„  sei  die  ganze  Zahl,  l'ür  welche 

-2irj,  +  l)<B<~2q, 
ist. 

Dann  ist 

f{x,B)=j'F{x,r)tlr 

fi       \  ?  =  i  /  9  =  'yo  +  i  /{  Q    R 

Hierin  ist 

.-29„-A  -2(7b-1)-A  -2-/,  1-/.  « 

-fi  -2 ';„  +  /(  -4  +  /j  -2  +  /.  1  +  A 

9  =  1 

WO   log  ^(7?)  den  Wert  bei  Fortsetzung  längs   der  reellen  Achse   mit 
Ausbuchtungen  nach  oben  um  die  singulären  Punkte  bezeichnet. 
Ferner  ist 


y^_^dr  =  Li{x'    '')  +  7ci, 


1-  Natürlich  ist  leicht  festzustellen,  daß  diese  Vorsichtsmaßregel  nur  bei 
endlich  vielen  Gliedern  nötig  ist,  während  in  den  anderen  li  glatt  eingesetzt 
werden  kann. 
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wo  das  Zeichen  —  für  7  >  0,  das  Zeichen  +  für  7  <  0  gilt.    Endlich  ist 

S  =  '?o  +  l^       ^  '  r2  =  *o  +  i 


du 


r^-{iqo  +  Ii)u       ^.-2« 
1 

J  y^ogyyy'  —  1)    ^" 


Also  kommt  heraus: 

/•(rr,  i?)  =  Liix'-'')  -^Li{x~''-'')  +  loge(E) 


9  =  1 


00 

-  (go  -  l);r/  -^{Li{x'-'')  +  ^i)  ^/yiogy^^-i/y- 

Eo  ipso  ist  aus  Realitätsgründen  (und  direkt)  ersichtlich,   daß  hierin 

loge(it:)-(go-l);r/  =  log   e(i?)| 

ist,  wo  rechts  log  den  reellen  Wert  bezeichnet. 
III.  Für  i?  >  1   ergibt  das  Verfahren 

R  Q  X 

wo  sich  noch  die  beiden  Integrale  zusammenziehen  lassen: 

x  \-R 

R  -X 


du 

i 

00 

■{R-D 


.r 
ao  ac  cc 

J  l  —  r  ^  '     '  J   7/  log  t/(7/-  —  1)     '^     J  1/  log  !/  \y*  —  1        ■')  ^  •^' 
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IV.  Für  niclit  reelles,  von  allen  q  verschiedenes  B  ^  li^  -\-  B.,1 
ergibt  sich,  wenn  zur  Ordinate  JL,  kein  q  srehört,  bei  horizontaler 
Integration 

*  +  Ä,« 

fXx,B)=fF(x,r)(ir 

H 

R  '}=^  R  '.'      H  R 

=  {Li{x'-")  +  ni)-^{Li(x-'''-'')T^i)-2(Li(x'-')+^i)+^ogt(B\ 

5=1  o 

WO  —  oder  +  gilt,  je  nachdem  der  Exponent  von  x  im  vorangehenden 
Li  positive  oder  negative  Ordinate  hat,  und  wo  log£;(iiL)  den  Wert 
bei  direkter  Fortsetzung  längs  der  Ordinate  Jig  bedeutet. 

V.  Endlich  ergibt  sich  für  B  =  B^  -\-  Bc^i,  wenn  zur  Ordinate  J?2 
die  von  R  verschieden  vorausgesetzten  Wurzeln 

9  =  q[,  •  ■  ■,  Q., 
mit  Abszisse  <  B^  und 

Q  =  q'[,  •  ■  ■,  Q'i 
mit  Abszisse  >  Ti'j  gehören  (wo  a  oder  ß  =  0  sein  kann,  so  daß  die 
betreffenden  Glieder  dann   nicht   auftreten),   falls  ^    auf  die  übrigen 
Q  bezüglich  ist,  '' 

CO 

f(x,B)  =  {Li{x'-'')^7ri)-^iLi(x-''-'')T7ri) 

V=l    J^  1=1 

wo  log  t(R)  den  Wert  bei  Fortsetzung  längs  der  Ordinate  B^  mit 
AusbuchtunKen   nach  oben  bezeichnet. 


S  H9. 
Über  die  Art  der  Konvergenz  von  '^— . 

(' 
Da  bei  F(x,  r)  nicht  erst  die  Integrale  auftreten,   lege  ich  diese 
Formel  als  die  übersichtlichere  den  folgenden  Erwägungen  zu  Grunde. 
Es  genügt,  r  =  0  zu  nehmen,  da  die  Reihe 
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Q     ^  __ 

Q 

die   im  allgemeinen  Fall  auftritt,  sich  von 

doch  nur  um  einen  für  XQ<i  x  ^x^,  wo  a\  >  a;^  >  1    ist,  bei  festem 
r  gleichmäßig  konvergenten  Ausdruck 

Zj  e(e-r) 
unterscheidet;  in  der  Tat  ist  ja 


=  l^lle  — '•  '  ■ 

Ich  betrachte  also  die  Formel 

tj  —  t  o 

=  o;  -  I  log(l  -^\)  -  log2;r  -^?'  • 

Q 

Die  linke  Seite  ist  für  Nichtprimzahlpotenzen  die  Funktion  ip{x),  für 
x=^p^<'  gleich  ^(a^)  —  Y  log^Q.  Sie  ist  also  für  nicht  ganze  a;  >  1 
stetig,  für  ganze  Nichtprimzahlpotenzen  auch  stetig,  für  Primzahl- 
potenzen nach  beiden  Seiten  unstetig.  Dies  gilt  also  auch  von  der 
nach  absolut  wachsenden  Ordinaten  geordneten  Reihe  ^^ 

21- 


1)  übrigens  konvergiert  diese  Reihe  nach  §  76   auch   für  a'  =  l,   ist   aber 
dort  nach  rechts  unstetig,  da  bei  zu  1  abnehmendem  x 


lim  log  (1 5^1  =  —  ex 

,r  =  l  V  X'J 


ist.     Sie  konvergiert  auch  fürO<^a;<^l,  da 

Q  Q  Q  ^    1  —  Q   ~^^q{1  —  q) 

ist  und  1  —  Q  mit  p  alle  komplexen  Wurzeln  durchläuft. 
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Da  diese  Heihe  eine  für  alle  Pi-imzahlpotenzen  beiderseitig  unstetige  Funk- 
tion darstellt,  ist  sie  in  jedem  Intervall  x^^<Cu<ii\,  das  mindestens  eine 
Primzahlpotenz  im  Innern  oder  am  Ende  enthält,  nicht  gleichmäßig  kon- 
vergent. Ob  in  einem  von  Primzalilpotenzen  freien  Intervall  die  Reihe 
gleichmäßig  kouvergiert  oder  nicht,  läßt  sich  auf  Grund  der  oben  kon- 
statierten Tatsache,  daß  die  Reihensumme  stetig  ist,  nicht  entscheiden, 
soll  aber  jetzt  allgemein  im  bejahenden  Sinne  beantwortet  werden. 
Es  sei  also 

1  <  ^0  <  ^'i 
und  das  Intervall 

von  Primzahlpotenzen  frei.     Dann  ist  nach  dem  ersten  Satz  des  §  86 
für  T>0 


2+  n 

■^2  ,y'^s-2:riFix,0) 

•2-ri      71  =  1 


1/1  =  1  ^-  —  Ti  '  rt  =  .t+l         i—Ti 


-■^J'/xy 
''-ds 


«>.r,  log- 


wenn  'q  positiv  und  kleiner  gewählt  ist  als  der  Abstand  des  Intervalls 
iXf^  •  •  •  x^)  von  1  und  der  nächstgelegenen  Primzahlpotenz,  ist  in  den 
nicht  verschwindenden  Gliedern  der  ersten  Summe  rechts 


log- 
"  n 

der  zweiten 

1 

1     » 

daher  ist 

Ti       71  =  1       ** 

1 
-27iiF(x,0)  <■ 

< 
< 

1 

log 

^0            ' 

x^  —rj 
1 

log 

x,+rj   ' 

1  '^.i(>0   ,   2a;J 

:        ^r„"    ^    n^    ^1^  ,      X 
lOff  «<■'■„  log 


1 "SpAiii) 

•    +77    -üi- '     U-     ' 


SO  daß  die  linke  Seite  gleichmäßig  im  Intervall  XQ<i  x  -^  x^  gegen  0 
konvergiert,  wenn   T  ins  Unendliche  rückt. 
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In  der  Formel  (3)  des  §  87,  wo 

zu  setzen  ist,  konvergiert  also  im  Intervall  (x^  ■  •  ■  x^)  die  linke  Seite 
für  g  =  oo  gleichmäßig  gegen  —  F(x,  0).  Alles  ist  also  bewiesen, 
wenn  ich  zeige,  daß  die  beiden  Integrale  in  jener  Formel  (3) 


J     s    J(s 

-00+  T„i 


"-  ^y}  ds 


-  ii 

gleichmäßig  gegen  Null  konvergieren,  wenn  g  ganzzahlig  ins  Unend- 
liche rückt.     In  der  Tat  ist  nach  §  87,  (4)  und  (5) 

I  2  +  7'  i  I  .1 


■CtTgi 


log'  2'      ^' 


^19       T^      logx/ 

woraus   die   Behauptung   folgt;    es   ist   wohl   kaum   nötig   zu    betonen, 
daß   aus  der  hiermit  zunächst  bewiesenen  gleichmäßigen  Existenz  von 

lim       ^      ^ 
die  gleichmäßige  Konvergenz  von 

wegen  der  gleichmäßigen  Existenz^)  von 

wirklich  folgt. 

Diese  Tatsache,  daß 

2v 


1)  Diese  folgt  aus 
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gerade  in  der  Nähe  der  Primzahlen  und  der  höheren  Primzahlpotenzeu 
und  sonst  in  der  Nähe  keiner  Stelle  >  1  ungleichmäßig  konvergiert, 
deutet  auf  einen  arithmetischen  Zusammenhang  zwischen  den  kom- 
plexen Wurzeln  q  dt'r  Zetat'unktion  und  den  Primzahlen  2^  liin.  Ich 
habe  keine  Ahnung,  worin  derselbe  besteht. 


Zwanzigstes  Kapitel. 

Genauere  Abscliätznng  der  Anzahl  N{T)  der  Nüllstellen  von  ?(«) 
im  Rechteck  0<<7<1,  0<t£T. 

§90. 
Hilfssätze  über  die  Gammafunktiou. 

Nach  §84  ist  2^^(T)~0(TlogT). 

Ich  werde  nun  in  diesem  Kapitel  beweisen,  daß  genauer 

N{T)  ==  1-  T  log  T  -  '  +^||^"^  T  +  0(log  T) 
ist. 

Dazu  muß  ich  zunächst  die  Gammafunktion  viel  genauer  abschätzen, 
iils  bisher  erforderlich  war. 

Satz  1:   Für  positives  co  ist 

\r(o}i)/         ^      '       \cd/ 
Beweis:  Aus 


r(8) 

folfft 


s       ,^j  \n       s  ~\-  n/ 


\r{ioi)J  \^\n        n--}-co-,l 

11  =  1 

lu-  00 

^  ~~       '^^[n  ~  n--{-a-)  "*"  "  ^  ?*(»*  +  co*) 

11  =  1  n  =  fi-  +  1 

7?  =  1  H  =   I  71  =  (■)'  +  1 

,.,2 

_  _  c + .  log  0, + r+ o(j.)  -fjii. +o{i)+ o(::) 
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(da  -r^ — 5  für  u  =  co  das  Maximum  -—  hat) 

\        M*-f  CO-  2w  / 

=  2  log  CO  +  0  Q  -  \  log  (co^  +  «2)  +  i  log  («2) 
=  21og«  +  OQ  -  21ogca+  0  Q  +  logto 

Satz  2:  Für  —  1  ^  (7  ^  2  ist  gleichmäßig 

r((;-[-cüi)  V    o     ; 

Dies  war  schon  in  §  82  bewiesen. 

Satz  3:  Für  festes  (?o  auf  der  Strecke  —  1  ^  (?  <  2  ist 

,ß  (^^1)  '«  =  "  log  "  -  "  +  0  (log  «). 

1 

Beweis:   1.  Für  (?q  =  0  ergibt  sich  nach  Satz   1 

1  1 

0)  (') 

=ßoetdt+oß 

1  1 

^  CJ  log  03  —  CO  +    0  (log  co). 

2.  Für  ein  anderes  ö  im  Intervall  (—  1  •  •  •  2)  werde  der  Cauehy- 
sche  Satz  auf  das  Rechteck  mit  den  Ecken  öq  +  i,  <?o  +  ^h  ^'^h  *  ^°" 
gewendet: 

Im  dritten  Integral  rechts,  dessen  Weglänge  <C  2  ist,  ist  der  In- 
tegrand  nach  Satz  2  gleichmäßig  0  (log  co) ;  daher  ist  dies  Integral 
=  0  (log  co) ;  das  erste  Integral  ist  von  co  unabhängig.    Also  ergibt  sich 

(Tg    +    (')   /  '•!   i 

fTo  +  i  i 

Og  +  (1)  i  (r>  i 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  24 
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I'  tu 

/MrÄK?)'''=/''(r;';))'''+"'.'og..>,, 

1  1 

also  nach  dem  Ergebnis  dei  ersten  Falles 

ß^  (rK  +  tt)  df- CO  log  CO- CO -\-0  (log  CO). 
1 

k'li  erinnere  ferner  an  den  im  §  84  bewieseneu  Satz 

(1)  N{T  +  1) -N{T)  =  0  {log  T), 

ferner  an  den  "ebenda  bewiesenen  Satz:  Wenn  s  =  a  +  Ti,  —  1  <  (?  <  2 
ist  und  H'  bedeutet,  daß  \  T  —  y\^l-   ist,  so  ist  gleichmäßig 

o 

§91. 
Beweis  der  Relation  für  iV"(T). 

Zum  Beweise  der  Relation  für  N(I^  darf  angenommen  werden, 
daß  zur  Ordinate  T  keine  Xnllstelle  gehört.  (Überhaupt  folgt  aus 
der  Formel  (1)  des  vorigen  Paragraphen,  daß  es  genügen  würde,  die 
Abschätzung  für  je  ein  T  des  Intervalls  //  <  7'  <  ^  +  1  bei  jedem 
ganzzahligen  g^2  zu  beweisen.) 

Dann  ist 

erstreckt  im  positiven  Sinne  über  das  Rechteck  mit  den  Ecken  2, 
2  +  Ti,  —  1  -f  Ti,  —  1,  wo  bei  der  unteren  Seite  1  durch  einen 
kleineu  Halbkreis  nach  oben  vermieden  Avird.  Das  untere  Stück 
( —  1  . . .  •})  ist  von  T  unabhängig;  beim  rechten  Stück  (2  •  •  •  2  +  Ti)  ist 


also  ist 


0(1); 


-i  +  r*  -1 


•2  +  Ti  -l+7t 
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folglich,  da  N{T)  reell  ist, 


■  1  +  Ti 


(1)  2:tN{T)  =  ^ß^;^  ds  +  Zsß^l^  ds  +  0(1). 

2  +  Ti  -1  +  Ti 

Auf  das  vertikale  Stück  (—  1  -j-  T*  •  •  •  —  1)  werde  die  Funktional- 
gleichung 

Hl) 

angewendet;  nach  ihr  ist 


■  1  +  Ti 
0 


\^ri]'"-i/^\  -^r^tÄ]"*-^'''«''  +  Vm'^' 


r 

T  T 


0  ^^  ^       ■^  ■ 

Nach  dem  Satz  3  des  vorigen  Paragraphen  ist 

T  T 

2  2 

u  (^fi--»4)  du=i'^  (Vki-^)  <'» 

J     \r{i  —  ui))         J     \r(i-\-ui); 


=  |log-r-f+0(logT) 


und 


T 


/KR^^^!)-'^^^^^«^'»«^')' 
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für  das  zweite  in  (1)  auftretende  Integral  erhalte  ich  als(» 

-l  +  Ti 

Daher  ißt  -i  +  r/ 

j^CT)  =  .J-,  r  log  7-_  •  +^^  T  +  0  ,i„g  r,  + 1  if^  <,s, 

2+  Ti 

und  die  in  §  5  der  Einleitung  sowie  zu  Anfang  des  §  90  ange- 
kündigte Formel  für  N(T)  ist  bewiesen,  wenn  ich  noch  den  Nach- 
weis führe,  daß  -i  +  ri 

ist.  2  +  r.- 

Xuu  ist  nach  §  76 

t{s)~^       s-1        2^/«_^j\'^Z/  Vs-e    '    p/^^    U-p^eJ' 

wo  I  T  —  }/ 1  >  1  in  ^  und  ]  T  —  j^  |  <  1  in  ^  ist.  Hierin  ist  auf 
dem  Wege   gleichmäßig  das  erste  Glied  0(1),   das  zweite  0(„j,   das 

dritte  O(logT)  nach  1?  90,  Satz  2,  das  vierte  nach  ij  90,  (2)  auch 
O(logT),  also  a  fortiori  der  imaginäre  Teil  des  Integrals  über  diese 
vier  Glieder  O(logT).  Das  fünfte  Glied  liefert,  da  die  Gliederzahl 
0  (log  T)  ist  und  -i  +  n 


ist,  den  Beitrag 

-l  +  Ti 


•2  +  Ti 


2  +  y/         r, 
womit  alles  bewiesen  ist. 

§92. 

Studien  über  den  vorang-ehenden  Beweis. 

Der  tiefste   Schluß   bei  dem   vorangehenden   Beweis  liegt   in    dem 
Nachweise,  daß  -i  +  r/ 

'  2  +  Ti 
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ist,  d.  li.,  wenn  log^s)  den  für  «j  >  1  dnrcli  die  Dirieliletsclie  Reihe 

y-- 

definierten  Zweig  bezeichnet,  daß  bei  Fortsetzung  längs  der  Ordinate  T 
.^^  Slogt(-l  +  TO=Ö(logr) 

Hierzu  war,  auch  nachdem 

(2)  N{T  +  1)  -  NiT)  =  0 (log T) 

festgestellt  war,  nochmals   die  Partialbruchzerlegung   von    .^.  ,  d.  h. 

insbesondere  die  Existenz  von  t,(s)  in  der  ganzen  Ebene  herangezogen. 
Ich  mache  nun  darauf  aufmerksam,  daß  man  aus  (2)  allein  zum  Ziele 
(1)  gelangen  kann,  auch  ohne  die  Existenz  von  ^(s)  in  der  ganzen 
Ebene  zu  kennen,  wenn  man  nur  irgendwoher  weiß^^,  daß  ^(s)  für 
ö  ^  —  f  regulär 2)  und  ^  ^,^^ 

ist^),  auch,  daß  alle  NuUstellen  in  dieser  Halbebene  dem  Streifen 
0  <  ö  <  1  angehören  und  eben  so  beschaffen  sind,  daß  die  Anzahl 
derselben  mit  Ordinate  zwischen  T  (exkl.)  und  T  -}-  1  (inkl.) 

N(T  +  1)  -  N{T)  =  O(log  T) 

1)  D.  h.  der  Satz  gilt  auch  für  jede  andere  Funktion  an  Stelle  von  J(s), 
wenn  sie  nur  die  Voraussetzungen  erfüllt,  mag  sie  in  der  ganzen  Ebene  existieren 
oder  nicht. 

2)  Natürlich  ist  die  Zahl  —  -|  nicht  wesentlich;  sie  könnte  durch  jede 
andere  Zahl  <^  —  1  ersetzt  werden. 

3)  Dies  ist  wegen  der  für  e  >  —  2  gültigen  Relation  aus  §  67 

1 


j(.,_._^=_i,e,+„_.)_£(?t«e,.+.._„   »(»+w»+^) 


=  ^  ö 

gewiß  erfüllt,  da  für  0^  —  -|-  die  letzte  Summe  ^  0(1)  ist.    Denn  es  ergibt  sich 
aus  jener  Relation  zunächst  für  ff  ^4" 

S{s)  =  0{t)^0{t')^Oit') 

alsdann  für  a>  —  -|- 

m  =  o{t-t')  +  Oir)  +  o{e) 

-0{t') 
und  schließlich  für  c  >  —  -| 

^(^s)  =  0{t.t*)  +  o{r--t')-^o{t^') 

Genauere  Abschätzungen  sind  hier  ohne  Belang. 
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ist,  ferner,  daß  für  einen  in  der  Halbebene  (J  >  1  eindeutig  definierten 
Zweig  von  log  i; (.<?') 

log,^(2  +  T0=O(logT) 
ist.^) 

Dem  Beweise  schicke  ich  einen  Hilf'ssatz  voraus: 

Satz:    Die  ganze  rationale  Funktion 

F(x)  =  X"  +  a^x"-'^  -\ hfl,. 

mit  reellen  Koeffizienten  kann  für  —  2  <  a;  <  2  nicht  be- 
ständig die  Relationen 

-  2  <  F(x)  <  2 
erfüllen. 

Beweis:    Es  ist  bekanntlich  cos  ny  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  cos  ^  und  zwar 

cos  n  y  =  2"~'^  cos"  y  -\-  h^  cos"  "  ^  ?/+••  +  ^„ ,, 
also 

G{x)  —  2  cos  in  arc  cos      j 

=  x"  +  qx"-^  +  •  •  •  +  c„. 
Für 

,,  ^  "Jt  c^  2  TT  ,-,  XtT  .  «7t  .-, 

a:  =  2,     2  cos      ,     2  cos       ,••-,     2  cos      ,■••,     2  cos —  =  —  2 

ist 

G(x)  =  2,         -2,  2,..-,    2(-l)S-.-,     2(-l)". 

Wäre  nun  Ijei  der  gegebenen  Funktion  F{x)  für  —  2  -^  a;  <  2  be- 
ständig 

\Fix)   <2, 

so  wäre  für  obige  n  -\-  1  spezielle  x  abwechselnd 

F(x)  <  G{x),     F{x)  >  G{x),    F{x)  <  G{x),  ■■-. 

Die  Funktion  (n  —  l)ten  oder  geringeren  Grades  F(x)  —  G{x)  hätte 
also  in  jedem  der  n  Intervalle  mindestens  eine  Wurzel,  was  nicht 
möglich  ist. 

Folgerung:    In  jedem    gegebenen  Intervall  Xq  ^  x  K  Xq -\- 4: 
gibt  es  ein  ./,  für  das 

F{x)   ^  2 
ist. 

1)  Ubrigeus  ist  sojrar 

logSC2+7'0  =  O(i). 

Für  andere  Funktionen  wird  aber  eben  nur  O  flog  T)  verlangt. 
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In  der  Tat  trfiusformiert  sich  durch  die  Substitution 

F(x)  in  eine  ganze  rationale  Funktion  wteu  Grades  von  z  mit  höchstem 
Koeffizienten  1. 

Ich  gehe  nun  zur  Ausführung  der  Andeutungen  am  Anfang  dieses 
Paragraphen  über,  die  ich  allgemein  so  formuliere: 

Satz:  Die  analytische  Funktion  f{s)  sei  für  ö  ^  —  f,  ^  >  l 
regulär^\     Dort  sei  gleichmäßig 

/•(s)=0(f). 

Alle  jenem  Gebiet  etwa  angehörigen  Wurzeln  mögen  ihre 
Abszisse  zwischen  0  (inkl.)  und  1  (inkl.)  haben.  N{T)  sei 
die  Anzahl  jener  Wurzeln,  deren  Ordinate  zwischen  1  (inkl.) 
und  T  (inkl.)  liegt.     Es  sei 

N{T  +  1)  -  N{T)  =  0(log  T) . 

Es  sei  ferner,  wenn  \o^f{s)  irgend  einen  für  (?  >  1,  ^  ^  1  ein- 
deutigen Zweig  bezeichnet, 

log/-(2  +  Ti)=0(logT), 
d.  h.  es  sei  bei  irgend   einem  Wege  in  jenem  Gebiete 


i  +  Ti 


f 


^'|^s=0(logT) 


Alsdann  ist  bei  gerader,  wurzelfrei  vorausgesetzter  Bahn 

- 1  +  Ti 
2  +  Ti 

mit  anderen  Worten:  Wenn  längs  der  Ordinate  T  fortgesetzt 
wird,  ist 

^logfX-1 +  Ti)  =  0  (log  T), 
d.  h. 

Amplitude  von  /'(-  1  +  Ti)  =  O(logT). 

Beweis:  Es  sei  T^  9;  es  seien  s^,  •  •  •,  s„  die  etwa  vorhandenen 
Wurzeln  von  f(s)  (mehrfache  mehrfach  gezählt),  die  der  Halbebene 
<?>  —  f ,  d.  h.  dem  Streifen  0  ^  (?  ^  1  angehören  und  deren  Ordinaten 
außerdem  zwischen  T—8  (inkl.)  und  T  +  S  (inkl.)  liegen;  n  =  n{T) 

1)  Auch  die  Zahl  1  hier  ist  natürlich  nicht  wesentlich. 
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hängt  von  T  ab  und  ist  ^  0.    Es  seien  t^  •  •  •,  t^,  die  Ordinaten  dieser 
Nullstellen.     Nach  der  Voraussetzung 

N{T+  D-  NiT)=  (){\oa;T) 
ist 

Nach  tltr  Folgerung  aus  dem  vorigen  Satze  kann  ich  für  jedes 
7' ^9,  -wenn  das  zugehörige  >?  >  1  ist,  ein  J\  =  'J\[T)  zwischen 
r  —  8  (inkl.)  und  T  -  4  (inkl.)  so  wählen,  daß 

t7;-/,)---(7;-o  ^2 
>i 

ist,  da  ja 

{x  —  t^)  ■  ■  ■  (x  —  /J 

eine  ganze  rationale  Fimktion  von  x  mit  höchstem  Koeffizienten  1 
ist.     A  fortiori  ist  für  s  =  6  -{-  'J\i,  —  f  <  ^  <  V 

(3)  (s-s,)---{s-s^)    >\. 

Im  Falle  w  =  0  möge  T^  irgend  eine  Zahl  zwischen  T—S  und  T— 4 
bedeuten.     Ebenso   wähle    ich    T.->  =  1\(T)   im   Falle  n^l    so,    daß 

(4)  J  +  4<T2^T+8 

>i 

ist;  für  s  =  6  -}-  2\i,  —  f  <  ^  <  \^  ist  dann  a  fortiori  {ß)  erfüllt.    Im 
Falle  w  ==  0  sei  T^  beliebig  im  Intervall  (4)  gewählt. 
Ich  betrachte  nun  die  Funktion 

für  n  =  0  bedeute  y(s)  einfach  f(s),  d.  h.  der  Nenner  1,  so  daß  (ß) 
auf  den  obigen  Strecken  richtig  bleibt,  (/(s)  ist  regulär  und  von  Null 
verschieden  für  ö  >  1,  ^  ^  1,  sowie  in  dem  anstoßenden  Rechteck  mit 
den  Ecken  —  |  -\- (T  ±  S)i,  1  -\-  {T  ±  8)i  einschließlich  des  Randes. 
Es  bezeichne 

h{s)  =  log^(s) 

11 

=  l0g/"(5)-^l0g(S-S,,) 
1=1 

einen  dort  eindeutigen  regulären  Zweig.  Auf  den  Geraden  ö  =  —  |, 
0  =  V  ist,  da  die  Abszisse  jeder  Nullstelle  s^,  ■  ■  •,  s„  zwischen  0  (inkl.) 
und   1    (inkl.)  liegt, 

j5  —  s,    >  1,  •  •  •,   '5  —  s,,    >  1, 
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also  (3)  auch  gültig.     Es  ist  daher  auf  dem  ganzen  Rande  des  Recht- 
ecks mit  den  Ecken  —  |  +  T^i,  —  f  +  T^i,  ^  +  ^i^  ^k  +  ^2* 

9{s)\<'f(s)^, 
also,  da  nach  Voraussetzung  u.  a.  dort 

f{s)  =  0{T-) 
ist, 

also  für  alle  T^  9  auf  dem  Rande  des  genannten  Rechtecks 

m{s)  =  \o^\g{s)\ 
<c,logT, 

Tvo   q    von    T   unabhängig    ist.      Daher    ist    auch    im    Innern    dieses 
Rechtecks 

mh(s)  <  c,  log  T- 

diese  Ungleichung  gilt  also  speziell  auf  dem  Kreise 

\s-2  —  Ti\=}, 

welcher  nirgends   aus  jenem  Rechteck  herausreicht.     Im  Mittelpunkt 
dieses  Kreises  ist  nach  Voraussetzung 

logf{2^Ti)=0{logT), 
also 

lh{2  +  Ti)   =  I  logf(2  +  Ti)  -^log  (2  +  Ti  -  O  | 

£  OilogT)  ^ ^  \og{2  +  Ti  -  s^)\ 
1  =  1 

.=  0(logT), 
da 

n=  O(logr) 

ist  und  für  jedes  v  wegen 

y82"+  2^  ^  1 2  -}-  T/  -  .§„  >  1 

gleichmäßig 

log  (2+  Ti-s,)    <c, 
ist. 

Nach  dem  Satze  des  §  73 

\F(s)\<\r\  +  \ß\'"^^  +2Ä~^ 
ist  also,  wenn 
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F(s)  =  Hs), 

■%  =  2  +  Ti, 

>-  =  h 
Q  =  3 
gesetzt  wird,  für 

I  his)  I  <  c,  log  T  +  .,  lüg  T  +  c,  log  T 
=  ^6  log  T, 
also  insbesondere  im  Punkte  —  1  +  Ti 

\^h{-l^Ti)\£\h(-l^Ti)\ 

|Slog/-(-l  +  77)-Slog(-l4-'/'/-6-J ^log(-l  +  Ti-s^\<c,\oQT, 

also  wegen  der  gleichmäßig  gültigen  Ungleichuug 

|Slog(-l  +  T/-s„)|<c, 
^"^'^  n=0(logr) 

Siog/X-i  +  ro=o(iogr), 

i  +  r, 


^f^f^ds=0(logT), 


■2  +  Ti 

was  zu  beweisen  war.^^ 


Einimdzwanzigstes  Kapitel. 

Über  die  Bezieliuiigeii  zwisclicii   der  oberen  Grenze   der  reellen 
Teile  der  Nullstellen  der  Zetafunktion  und  der  Abscbätzung  der 

rriiiizahlmenge. 

§  93. 
Beweis  eines  allgemeinen  Satzes  über  Dirichletsche  Reihen. 

Über  die  Lage  der  nicht  reellen  Nullstellen  von  ^\s)  wissen  wir, 
daß  sie  alle  dem  Streifen  0  <  (?  <  1  angehören  und  sogar  dem  Gebiet 

ftlogv2+    <,)  =  *^=  b\og{2-\-   t\)' 

1)  Übrigens  ergibt  sich  gleichzeitig  sogar 

log/'(-l+Ti)=0(log7'); 
doch   ist   für  den  vorliegenden  Zweck  nur  der  Wortlaut  des  Textes  erforderlich. 
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wo  h  eine  gewisse  positive  Konstante  ist.  Ob  es  nun  Nullstellen 
gibt,  deren  Abszisse  beliebig  nahe  an  1  liegt  oder  nicht,  weiß  man 
nicht.     Über  die  obere  Grenze  &  ihrer  reellen  Teile  weiß  man  nur,  daß 


ist;  falls 


|^®^1 

0  =  i 


ist,  haben  alle  q  den  reellen  Teil  i. 

Es  sei  nun  andererseits  0'  die  untere  Grenze  der  Zahlen  t],  für 

'^^^''^®  7t{x)  =  Li{x)  +  0{x'') 

ist;  dann  werde  ich  in  diesem  Paragraphen   den  Satz 

0'  =  0 

beweisen. 

Die  eine  Hälfte  ^  ^  ^/ 

0  ^  & 

dieses  Satzes  ist  fast  trivial.     Denn  aus 

7t  (x)  =  Liix)  +  0  (*■'') 

folgt  zunächst,  daß  7;  >  0  ist  und  die  Dirichletsche  Reihe 

jLj  p      ^^J  n'Mog  >f 

p  »  =  2 

WO 


«1  =  0, 

a„  =  1  —  ,          für  n 

"                   log  /( 

=  P, 

a„=     —  , sonst 

»                  log  n 

ist,  für  6  >  1}  konvergiert;  daher  ist 

in  =  ■>      p 

für  6  >  ri  (exkl.  s  =  1)  regulär;  also  ist 


da 


in  =  2       f )  p  rn  =  Z       p 
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für  s  =  7  singulär  ist.     Für  ö  >  ij  (exkl,  s  =  1)  ist  daher 

logt(s) 

regulär:  Iblglicli  i.st  für  a  >  >| 

t{s)  H=  0; 
»las  bedeutet 

d.  h.,  da  dies  für  alle  )j  >  ö'  galt, 

@<  &'. 
Die  (nur  im  Falle  0=1  triviale)  andere  Hälfte 

&'  <e 

ist  viel  schwerer  zu  beweisen.  Es  liegt  ihr  folgender  allgemeiner  Satz 
über  Dirichletsche  Reihen  zugrunde,  bei  dem  die  Existenz  der  be- 
treffenden Funktion  in  der  ganzen  Ebene  nicht  einmal  gebraucht  wird: 
Satz:  Es  durchlaufe  j^  eine  Klasse  von  ganzen  Zahlen^), 
bei  der  jede  >  1  ist  und  in  endlicher  Vielfachheit  auftreten 
darf,  jedoch  so,  daß  ,^-_ 

für  s>l   konvergiert.     Es  ist  daher  für  ö>l 

eine  absolut  konvergente  Dirichletsche  Reihe.  Die  durch 
(1)  definierte,  für  ^>1  reguläre  und  nicht  verschwindende 
Funktion  f(s)  möge  im  Punkte  s=l  einen  Pol  erster  Ord- 
nung haben,  sonst  für  ö>  >/,  wo 

i<7?<l 

ist,  regulär  und  von  Xull  verschieden  sein  und  für  (?  >  ?j  die 
Relation  .,  ,        ,    .  ^ 

erfüllen,  wo  c  ei)ie  Konstante  ist.  Dann  ist  für  alle  d>0 
die  Anzahl  der  p  <  x 


-'       J  log«     '         ^ 


1)  Es  hraurlicn  nicht  ilie  Primzahleu  zu  sein. 
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und  sogar 


'(^)  =  Jl^l;;  +  0(a:Mog^ 


Beweis:  Nach  Voraussetzung  ist  für  6^1],  t^- 

Z(s)  =  log/'(s) 


regulär  und 

Es  sei 

so  daß  stets 

ist.     Dann  ist  für 


m  Z  i^s)  =  log  \f(s)\ 
<  Ci  log  f. 

X  ^  3, 

log  3"  >  1 


^  ^  4,  5o  =  2  +  f /,  r^2-r^- 


4  log  ,1' '   "        ~  '        2  log  X 


im    Kreise    [  5  —  5^  j  <  ()    (da    alle    Punkte    des    Kreises    |  s  —  s^  1  ^  '" 
Abszissen  >  ri  und  Ordinaten  ^  2  haben) 

iz(..)i  <  iz(2 + ^01  + 1  z(2  +  ^01  ;:i-^  +  2c,  iog(^ + 2)  ^.1^- 

<  ^2  +  ^2  J +  ^3  log  ^  1 


4  log  aj  4  log  .-K 

(2)  <cJogÄ;logf, 

wo  alle  auftretenden  Konstanten  von  ^(>  4)  und  .r(^  3)  unabhängig 
sind.     (2)  gilt  insbesondere  für 

=      '     '     '     2  log  £C  =^       =^      ' 

und  es  ist  daher  für 

(3)  I  Z  (s)  I  <  C5  log  ic  log  t. 

Für  ^  >  5,  <?  >  «  +  ,  wende  ich  (3)  auf  den  Kreis  um  5  mit 

=     '        -^    '     '    log  X  ^    ■' 

dem  Radius  ^-j an.  was  ich  darf,   da  alle  seine  Punkte  Abszissen 

2  1oga^  ^ 

>  t?  +  r-j und  Ordinaten  >  4  haben :  das  gibt 

—    '    '    2  log  X  -^  1  o 


382     -"^^^^l    JU:iihiiiiti(n  zxisehni  ttkt)  loid  der  obere»  (rven-i  der  reellcit  Teile  der  q 


<•.  log  X  log  {t  +  1) 

^  1 

2  log  X 

^4}  <  ffl  log^.T  log  ^ 

Nun  ist  nach  §  >^G,  wenn 

Z'(s)      \ri^ogp 


.r  —  1 


Z(s)      ^   p'"-' 

p,m 

00 

n  =  l 

gesetzt  wird  '^  und  unser  ä'  ^  3  ganz  ist, 

i+x*i  4  +  x*i 

+  Mß  ^  ''■'  -  -■)  +  2^^"ß  »• '" 

4  —  a:«  i  «  =  .r  +  1      l  —  .r''  t 

wegen  der  Konvergenz  von 

n  =  1 

ist 

Ayn)  =  0  (;>?:''), 

also  für  ganzzahlig  wachsendes  x 


1)  Dies  A{n)  \A  also  eine  Verallgemeinerunff  des  gewöhnlichen  y/(n),  näm- 
lich  ^  log  jJ. 
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4  +  x*t 


J  s    Z[s)  -^       ^   ^ 


log  „  =  .i-  +  i      log 

« =  1  n  X 


1       1 

w 

n  =  .1-  +  1 


3  .       log  — 

a;  .r 

X  X 


V      '='     x)  \      '  =  '    X 

=  0(l)+0(~:rlog;r)+0(~:rloga;) 
=  0(1). 

Wenn  also  für  ganze  x 

J"^(n)=5^(n)  +  i^(Ä;) 
»1  =  1  «  =  1 

gesetzt  wird,  ist 

J'-'^w=-..:,/:'z;^^+oa). 
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Es  werde  nun  für  ganze  a>  3  der  Cauchysche  Satz  auf  das  Recht- 
eck mit  den  Ecken  4  4-  xU,   r,  -\-  .         +  .r*/  anorewendet,   auf  und  in 

—  '      I     '     log  X   —  '^  ' 

welchem  für  alle  hinreichend  großen^*  j:  bis  auf  den   darin  liegeuden 
Pol  s  =  1  mit  dem  Residuum  —  x  der  Integrand 

xf  Z'(s) 
s   Z(s) 
regulär  ist.     Das  gibt 

^  '     logx  logx 

H  =  1  4  -  x'  <"  ,       1  ,  . 

»;  + ,         -  x' » 
logx 

■l  +  .r'i 


TT  ij     S     Z  (S) 


2 

n  +  +  x^  »■ 

logx 


->g- 

Rechts  hat  das  erste  und  dritte  Integral  eine  Weglänge  <  4,  und  der 
Integrand  ist  dort  nach  (4)  absolut  genommen 


<  —i  <^v,  log"  ^^  lo»  M 
=  0(log=^Ä;); 

die  Integrale  sind  also 

=  0(log3a;). 
Das  zweite  Integral  ist  nach  (4) 


=  0/  ■"     ^'^-los^xlostdt 


X' 

1 

X* 

=  o{x'i\og^x  P'^fdt) 

'=  0{x'i\og^x\o^^{x^)) 
=  0{x'nog^x)] 


1)  Es  braucht  ja  iiur 
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daher  ergibt  sich  für  ganze  x 

X 

^'j(n)  =  X  +  0{x'ilog^x). 

n  =  l 

Für  stetig  wachsendes  x  ist  daher  wegen 

ff  ^  X  [x]  +  1 

^'A(n)  <^^(«)  <2i'A'^) 

ri  =  i  n  =  \  n  =  l 

.r 

^A{n)  =  X  -{-  0{xnog^x), 
^logp  =  ic  +  0{x''log^x), 

p'"'  £  .r 

folglich  zunächst 


^log^  =  0{x) 

p  £x' 

i;nd  schärfer 

^logp  =^logp  —  (^logp  +^logiJ  H ) 

p^x  p'«äa;  p^Yx  p^p- 

=  ■S'log  p  4-  0  (log  Ä'^log  j>) 

p'"  ^  ^  p^  Yx 

=^log  p  -{-  0  (log  x  ■  Yx) 

pni  g  X 

=  X  -\-  0 (;r'' Iog*a;)  +  0(y xlogx) 
=  X  -\-  0  {x''  log^ic) . 
Hieraus  folgt  schließlich 

^  -       .^logn    '       ^  ^      Wog  II       log(H-|-l)/  \   loga;   / 

M  =  2  _         '«  =  2 

==  floV»  +  0{\og'x^n'^-^)  +  OOx'/log^^O 

«y        o  ?f  =  2 

-/log"«  +  ^(^"°«'^)- 

2 

Schärfere  Abschätzung  für  die  Zetafunktioii  im  Besondereii. 

Im    speziellen   Fall   der  Primzahlen    und    der   Zetafunktion   kann 
man,  falls  i  <  0  <"  1 

Landau,  Verteilung  der  Primzalilen.  25 


BSt)    XXI.  Bi  luhungeH  fleischen  Tt{x)  utid  der  oberen  Grenze  der  reellen  Teile  der  q. 


ist,  d.  h.  ein  ),  <  1  existiert,  die  Endforniel  des  vorigen  Paragraphen  zu 

2 

i'ulffenderinaßen  verschärfen. 

Nach  den  Foniiehi  des  i^  •'^G  ist,  wenn  x  >  1  lianz  uud  T  >  0  ist, 

2-Ti  «  =  1  ^Og„  ,<  =  .f  +  l  'Og^ 

H  =  i  log-  «  =  x  +  i         log^. 


Dies  ist 

x'- 


wo  c-  von  ;/  und  T  unabhängig  ist;  denn  es  ergibt  sich  einzeln  unter 
Benutzung  einer  Hilfsbetrachtung  des  vorigen  Paragraphen 


'^A{n)      1      ^  '^ 

^^    n-    ,      X       .^^ 


X— 1 

loer  n      1 


log^^       «  =  i  log- 


jr-l 


<-  '^log «      1       .    '^  log«      1 

^1     »*     log  2       ^i     n-     ,      ;C 
fTT  ^        '^T  loff 


H 


\     «  =  ^  + 1       "  / 
-  0(1), 
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y^i    n-    .      n  ^  -  .^^ 


log  W       1  - 
n 


log 


logw      1 


'^log«       1        ,    "^ 


0 


=  0(1). 

Wir  finden  also  für  ganzes  ^  >  1  nebst  T  >  0 

2  4-r/ 


log  M  dw 


-/tI(I^'-^^^'^(^'^)'<'^ 


1  ~7j^ 


Nun  werde  unter  T  die   T^-Zahl  (im   Sinne  von  §  85)  des  Inter- 
valls x^  <i  T  <ix^  ^  l   verstanden.     Dann  ergibt  sich 

also  nach  §  87,  (3) 

•  i^(^,o)-^i<o(i)+2'^  +  !   2^7  + 


(1) 


7  =  1 


'^x'-<y<Tx'- 


^0) 


!  +  7'_r=» 


+1  p^c^sU    r^*^'' 


-oo  +  T^.t 


ds   . 


Hierin   ist  nach  §  87,  (4)  und  (5)  jedes  der  beiden  Integrale  absolut 
genommen  „ 

X'       J 


<C^ 


=  4cglog5;. 
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Aus  (1)  folgt  also 

F{x,0)  =  ^  +  0(1)  +  6»  (^)  +  0^"^  +  0(1)  +  Odoga:) 

da  die  Anzahl  der  ;-  im  lutervall  n  <.>}>  <.n  -\-  1 

O(logw) 


ist.  ist 


n  =  l     r\ 

0(log2  3:); 


es  kommt  also  heraus: 

F{x,  0)  =  x-\-  0{x'i  log2  x), 
zunächst  für  ganze  x,  also  auch  für  stetig  wachsendes  x.     Daher  ist 

il;(x)  =  X  -\-  0  {x'!  log-ic), 
&{x)  =  x-{-  0{xnog^x), 

und  daraus  folgt  schließlich 

^   ''      ^^  log  n   '       j;LJ  °       \log  n        log  (n  +  1)/  \    log  x   ) 

7i  =  2  7(  =  2 

X 

=  U{x)  +  0  V  «'i -  ^  +  0 (a;''  log  a;) 

H  =  2 

=  Lt(a;)  +  O(a;'aoga;). 

Insbesondere  hat  sich  also  ergeben:  Wenn  es  wahr  ist,  daß  alle 
nicht  reellen  Nullstellen  von  t,{s)  den  reellen  Teil  |  haben,  so  ist  die 
Anzahl  der  Primzahlen  bis  x 

Ti{x)  =  Li{x)  +  Oi^xXogx) 

2 

X 


ZWEITES  BUCH. 

ÜBER  ME  PEIMZAHLEN  EINER 
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Fünfter  Teil. 

Anwendung  der  DiricMetschen  Reihen  mit  reellen 

Veränderlichen. 

Zweiundzwanzigstes  Kapitel. 
Hilfssätze  aus  der  Zalileiitlieorie. 

§95. 
Die  primitiven  "Wurzeln  modulo  einer  Primzahl. 

Aus  den  Elementen  der  Zahlentheorie  setze  ich  als  bekannt  vor- 
aas: Wenn  p  eine  Primzahl  ist,  so  gibt  es  (mindestens)  eine  nicht 
durch  p  teilbare  ganze  Zahl  g  derart,  daß  die  Potenzen 

modulo  p  zu  je  zweien  inkongruent  sind,  also  abgesehen  von  der 
Reihenfolge  kongruent  zu 

1;  ^,  3,  •  ••,  jo- 1 
sind,  d.  h.  die 

Cp{p)  =|)-  1 

zu  p  teilerfremden  Restklassen  modulo  p  repräsentieren. 

Jede  zu  p  teilei-fremde  (d.  h.  nicht  durch  p  teilbare)  ganze  Zahl 
liefert  also  ein  bestimmtes  v,  so  daß 

(1)  n=g^{mo^.p), 

(2)  0^v^p~2 

ist.  Wenn  v  nur  der  Kongruenz  (1)  ohne  die  Nebenbedingungen  (2) 
unterworfen  ist,  ist  v  modulo  fpip)=l'>  —  1  eindeutig  bestimmt; 
denn  aus 

g"'  =  g'  imo(i.  p) 
folgt,  wenn 

v'  >  V 
ist. 
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und  uiiiüfekehrt  ist  für 


die  Konirruenz 


f/'''^'  --■  1  {moi\.  p), 
v  —  V       <>  (mod.  j)  —  1), 

v   >  V, 
v—v~0  (mod.  p  —  \) 


</'  —  (f  (mod.  p) 
erfüllt. 

Ein  solches  zu  p  teilerfremdes  y,  für  welches 

<f,(j\  ••-,.9"-"  ^ 

inkongruent  sind,  oder,  was  ganz  dasselbe  bedeutet,  für  welches  unter 
allen  Potenzen  von  g  mit  positivem  Exponenten  zuerst 

^P~-^  =  1  (mod.  ^) 

ist.  heißt  eine  primitive  Wurzel  modulo  p. 

Ich  will  nicht  aus  der  Zahlentheorie  als  l)ekannt  voraussetzen, 
für  welche  zusammengesetzte  Moduln  h  es  eine  ähnliche  Darstellung 
der  (p{k)  Klassen  teilerfremder  Zahlen  gibt;  sondern  ich  will  diese 
Betrachtungen,   soweit   sie  hier  nötig  sind,   mit  Beweisen  entwickeln. 


V?  !>6. 

Die  primitiven  Wurzeln  modulo  der  Potenz  einer  ungeraden 

Primzahl. 

Es  sei  p  eine  ungerade  Primzahl  und  A  >  2,  also 

/.•  =  p'- 

eine  Potenz,   deren  Exponent   mindestens  2  ist,   von  einer  ungeraden 
Primzahl.     Dann  gilt  der 

Satz:  Es  gibt   eine  zu  p'  teilerfremde  Zahl  G,  so  daß  die 

=p>-up-i) 

Zahlen 

(1)  1,  G,  G\  ■■;  ry-v-i)-i 

zu  je  zweien  inkongruent    modulo  j)'   sind,  also  alle   Klas.sen 
teilerfremder  Zahlen  modulo  ^/-  repräsentieren. 
Ein   solches   G  heißt  primitive  Wurzel   modulo  //. 
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Beweis:  Es  genügt,  zu  zeigen,  daß  ein  G  existiert,  so  daß  q){p'-) 
=  p^-~^{X—  1)  der  kleinste  positive  Exponent  v  ist,  für  den 

(2)  G'=l(mod.i/) 

ist.  Denn  (2)  ist  für  v  =  (p{p^')  nach  dem  Fe r matschen  Satz  jeden- 
falls erfüllt,  und,  wenn  es  für  kein  kleineres  positives  v  gilt,  so  kön- 
neji  gewiß    keine   zwei   Zahlen    der  Reihe  (1)  kongruent  sein,   da  aus 

G''i  =  G''=  (mod.  p'^), 

0  ^  Vi  <  ^2  <  (p{p^')  —  1 
folgen  würde: 

G''-^~'''  =  1  (mod.^''), 
wo 

ist;  dies  würde  der  Annahme  widersprechen,  daß  kein  v  <  (pip')  die 
Kongruenz  (2)  erfüllt. 

//  sei  eine  primitive  Wurzel  modulo  p.     Es  ist  leicht  zu  beweisen, 
daß  ein  ganzzahliges  m  voi'handen  ist,  für  welches 

(g  +  mpy-'^—l 

zwar  durch  p  teilbar  ist  (was  für  alle  m  aus 

g''-^—  1=0  (mod. 2?) 

folgt),  aber  nicht  durch  p-.    Denn  es  ist  für  jedes  m 

ig  +  mpy-'^—  l=gf-^^  {p  —  l)g^--mp  +  (^'  ~  ^\(f-^m^p^-  -\ 1 

:=(/^~^—  1  +  {p—  1)  g^  ~ '^  mp  {mod.  p^) , 


also 

'^  +  "'f"'--^'''")r'+(i>-l)g^-^»<(mod.|,). 
Da  (p  —  l)g^~^  zn  p  teilerfremd  ist,  ist  die  Kongruenz 

1-  {p  —  l)g^~^-)H  =  1  (mod.p) 

auflösbar  nach  m;  für  ein  solches  >n  ist  also 

<£+^-'-A  ^  1  („od.rt, 

d.  h.  gewiß 

^JÜPfl^  *  0  (mod.,.), 

{g  +  mpy-'^  -  1  E^  0  (mod.  p^), 
ig  +  mpf-^  ^  1  {mod.p"-). 
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Wird  ,  ,, 

(j  4-  ,)ip  =    (r 

gesetzt,  so  haben   wir  damit  oine  Zahl,  wekdie  zwei  Bedingungen  ge- 
nügt: 

1.  Es  ist  V  = }) —  1   die  kleinste  positive  Zahl,  für  welche 

(?'  =  l(m()d.^)) 

ist,  d.  h.   G  gehört  modulo^}  zum  Exponenten  j)  —  1. 

2.  Es  ist 

G"-^^  1  (mod.i)2). 

Ich  behaupte:  Dies  G  erfüllt  für  A  =  2  und  auch  für  jedes  größere 
A  die  Bedingungen  des  zu  beweisenden  Satzes,  dessen  Richtigkeit  damit 
festgestellt  ist.     Zu  beweisen  ist:  Für  jedes  positive 

V  <cp  {p')  =  ^y-  -  ^  (^9  —  1 ) 

ist 

G'  3^  1  (mod.i/j. 

Es  sei  nun  v  =  >;  der  kleinste  positive  Exponent,  für  den 

G'  =  1  (mod.  /■) 


ist;  daim  ist 
da  sonst 
also  weu'eu 


cp{p^)  =  0  (mod.  r,), 
cp{p^-)=qYiA-q„     l<5i<7i-l. 


schon 


G'J'!G'i'  =  G'P^'-^ 

=  1  (mod.^y) 

G''^^  1  (mod.y-) 
wäre.     Die  Behauptung  lautet  nun:    Es  ist 

Andernfalls  wäre  7;  ein  echter  Teiler  von  p'~^{p  —  '^)'i  anderer- 
seits müßte  1]  ein  Multiplum  von  p  —  l  sein,  da  (?  modulo^;  zum 
Exponenten  p  —  1  gehört.     Also  hätte  ■>]  die  Form 

(3)  ^  =  r  (P  -  1),     0  <  X  <  A  -  2. 

Da 

GP-^^l  {mod.p^), 
also  gewiß 

(tP-1  ^  1  (mod.  2/) 

ist,  wäre  in  (;>)  sogar 

1<  X  <  A  -  2. 
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Jedenfalls  wäre 

iy--{p-  1)  =  0(mod.  >/), 
also 

(4)  G^'- - -(p - 1)  =  1  (^mod.  if). 

Nun  ist 

(?/>- 1  =  1  -I-  h^p         (Ji^  ^  0  (mod.  p)l 

Daraus  folgt  durch  Erheben  in  die  j)te  Potenz 

wo  alle  Glieder  der  2>ten  Potenz  des  Binoms  vom   dritten  an  zu  l' i)^ 
zusammengefaßt  sind;  jedes  ist  ja  ein  Multiplum  von  p^'.    Da 

K  +  ^'P  =  ^'i 
nicht  durch  p  teilbar  ist,  ist  also 

QPiP-i)  =  1  4-  ]iy^         (h^  ^  0  (modj^)). 

Ich  behaupte,  daß  für  alle  p  ^  0 

(5)  (^/^^•'(i'-i)  =  1  -1-  /<,,_p?  +  i         {h,,  ^  0  ;mod.^)) 

ist.     Gesetzt,   dies    sei    schon   für  ein  bestimmtes  ^  ^  1  bewiesen,   so 
folgt  durch  Erheben  von  (5)  in  die  ^jte  Potenz 

also,  wenn 

]>,,+  l-o  +  lV'-'  =  /^o  +  l 

gesetzt  wird, 

(-,?  +  i(P-i)  =  1  ^  h,^^,p^.'^-^         (J,,,^,  =  0  (mod.i»), 

womit  (5)  allgemein  bewiesen  ist.     Für 

was  ^  0  ist,  folgt  aus  (5) 

Qp'-'-U'-y)^  1  (mod.y), 
während  aus  der  Annahme 

durch  (4)  sich  das  Gegenteil  ergeben  hatte.     Diese  Annahme  war  also 
unzulässig,  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 
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Jeder  zu  p^  teilerfremden   Restklasse   moduhj  j/    entspricht  also 

eine  modulo  (fd^)  eindeutig  bestimmte  Zahl   ?',  für  welche  jede  Zahl 

der  Kestklasse  „    ,       ,     .. 

=  Cr'  (mod.  j/j 

ist. 

§  97. 
Die  Restklasseu  modulo  2^. 

Für  die  Primzahlpoteuzen 

verhält  es  sich,  falls  A  ^  3  ist,  anders. 

Für  1  =  2,  d.  h.  Z;  =  4  lassen  sich  noch  die  Restklassen  4  3/+  1, 
4i¥"+  3  durch  „j 

repräsentieren. 

P'ür  l  =  3,  d.  h.  /,■  =  8  gibt  es  bereits  keine  zu  S  teilerfremde 
Zahl  mehr,  für  welche  erst  die  4te  (^(/r)te)  Potenz  ^  1  (mod.  8)  ist; 
denn  es  ist 

V=  1,  3-=  1,  5^-1,  72=  1         (mod.  8). 

Allgemein  ist  für  /l  ^  3  jede  ungerade  Zahl  n  so  beschaffen,  daß 

n-       =  n-  ' 
(1)  =  1  (mod.  2') 

ist,  so  daß  es  unmöglich  ist,  alle  (p  (2'')  teilerfremden  Restklassen  durch 
die  Potenzen  einer  von  ihnen  zu  repräsentieren.  In  der  Tat  ist  (1) 
oben  für  A  =  3  festgestellt;  es  sei  für  X  richtig;  dann  ergibt  sich  die 
allgemeine  Gültigkeit  folgendermaßen  durch  den  Schluß  von  /  auf 
;.  +  1.    Es  ist  .    , 

ir-'-^=i-\-M2', 

also 

.;i2^-'=(l  +  il/2^-)2 

=  1  +  Jf2^-  +  '+ J/-2-^- 
=  1  (mod.  2^  +  1). 

Aber  es  besteht  für  A  ^  3  der  folgende  Satz,  welcher  wenigstens 
gestattet,  die  Hälfte  2'-'-  aller  2'- -  ^  =  g?  (2^)  zu  2'-  teilerfremden  Rest- 
klassen durch  die  Potenzen  einer  einzigen  Zahl  darzustellen. 

Satz:  Je  zwei  der  Zahlen 

/.-2 

sind   inkongruent  ukmIuIo  2^-. 
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Beweis:    Hierzu   ist   es   hinreichend   zu   zeigen,   daß   die   kleinste 
positive  Zahl  v  =  i],  für  Avelche 

5''  =  1  ( mod.  2'-) 
ist,  2^-2  ist. 

In  der  Tat  erhält  man  sukzessive  durch  Quadrieren 

5=  1  +  1-22 

=  1  +\2'  (Ao  =  1  (mod.  2)), 
b'^l  +  2h,2'  +  hl2' 

=  1+^1 2'  (/^i  =  1  (mod.  2)), 
5^=  1  i-2h,2^  +  hl2' 

=  1  +  h,  2'       (//,  =  1  (mod.  2)), 


Es  sei  schon  bewiesen,  daß 

(2)  0-"  =  1  +  h,,  2^  +  2       {h^  =  1  (mod.  2)) 

ist.      Dann  ergibt  sich  daraus  durch  Quadrieren 

52^'''=  1  +2A,,2('  +  2^A.522?  +  ^ 

=  1  +  \/+i'2^  +  -'         {h^  +  i  =  1  (mod.  2)), 
so  daß  (2)  allgemein  gilt.     Für  q  =  X  —  2  folgt  aus  (2) 

5^'"'=  1  (mod.2^), 
was  uns  schon  von  vorhin   bekannt   ist;   für  p  =  X  —  o  folgt  aus  (2) 

52'"'=  1  +  h,_,2'-'         {1^-,=  1  (mod.2)), 
also 

(P,)  •  5^'"'^  1  (mod.  2H 

'    Daher  ist  t]  =  2'""-;  denn  ein  Teiler  von  2^~^  ist  r]  jedenfalls,  also  von 
der  Form  2^,  wo  x  <  X  —  2  ist,  und  aus 

0^"^=  1  (mod.  2^-) 
würde  für  z  <C  X  —  3  folgen: 

52'"'=  1  (mod.2'), 
im  Gegensatz  zu  (3). 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Alle   2^-~'^   teilerfremden   Zahlklassen    modulo  2'-    lassen    sich    mit 
Hilfe  des  folgenden  Satzes  darstellen: 
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Satz:  Die  2'~*  ungeraden  Zahlen 

sind  zu  je  zweien  inkongruent  modulo  2''. 

Beweis:  Für  zwei  Zahlen  der  ersten  Zeile  von  (1)  ist  dies  durch 
den  vorigen  Satz  bewiesen;  für  zwei  Zahlen  der  zweiten  Zeile  von  (4) 
folgt  es  auch  ans  ihm,  da 

—  5''^  =  —  ö'-^  (mod.  '2'-) 
die  Kongruenz 

5''  -^  5'*  (mod.  2^-) 

ergibt.     Wäre   endlich   eine  Zahl    der  ersten   Zeile   einer   der   zweiten 
Zeile  kongruent: 

5'i  =  —  5'^  (mod.  2'), 

so  ergäbe  dies  wegen  A  ^  3  >  2,  modulo  4  betrachtet,  den  Widerspruch 

1  =  —  1  (mod.  4). 

Jede  zu  2''-  teilerfremde,  d.  h.  ungerade  Zahl  u  ist  also  für  A  ^  3 
in  der  Form  darstellbar 

(5)  «  =  (-l)«5.^(mod.2'). 

Dabei  sind  «  und  ji  eindeutig  bestimmt,  wenn 

(6)  0  <  a  <  1, 

(7)  0<ß<'2'--^-i 

sein  soll. 

Jedem  ungeraden  )i  ist  so  eindeutig  ein  Zahlenpaar  a,  ß  zugeordnet, 
zwei  modulo  2^  kongruenten  ungeraden  Zahlen  »^  und  n^  natürlich 
dasselbe  Zahlenpaar.  Also  ist  jeder  teilerfremden  Restklasse  mod.  2'-  ein 
Zahlenpaar  cc,  ß  aus  der  Reihe  (6)  bzw.  (7)  zugeordnet  und  umgekehrt 
jedem  Zahlenpaar  aus  den  Reihen  (6),  (7)  eine  teilerfremde  Restklasse. 

Yertrleicht  man  das  Resultat  des  einfacheren  Falles  X  =  '2,  d.  h. 
2'-  =  4,  hiermit,  so  ist  es  hierin  enthalten,  da 

n  =  (-  1)«  (mod.  22),     «  =  0  oder  1 

ist  und  nach  (7)  ß  eben  nur  den  Wert  0  annehmen  kann. 

Wenn    man    alle    Lösungen    (i,ß    von     (5)    ohne    die    Nebenbe- 
dingungen  (G),    (7)    haben   will,    so    ist    offenbar    a    modulo   2    und   ß 
modulo  2'~^=  o9p(2^)  eindeutig  bestimmt.     Denn  aus 
(-  l)"'ö!^'  =  (-  l)«"5'^"(mod.  2'-) 


§  98.    Die  Hestklassen  modulo  k.  399 

folgt,   wenn   «j    bzw.   ß^    und   a^   bzw.   ß.^   die   kleinsten   Reste   von  a 
bzw.  ß'  und  a"  bzw.  ß"  modulo  2  bzw.  2''""^  sind, 
^_  i)«,5/:?x  =  (_  l)«.5-*=(mod.  2^-), 

§  98. 

Die  Restklasseu  modulo  A*. 

Es  sei  nun  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl,  also  das  Produkt 
beliebig  A^ieler  Primzahlpotenzen  ^^,  unter  denen  auch  eine  Potenz  von. 
2  vorkommen  kann.     Ic  hat  also  die  Form 

wo  Jhy'yPr  ^^^  ungeraden  verschiedenen  Primfaktoren  bezeichnen 
und  X  auch  Null  sein   kann. 

In  den  vorigen  Paragraphen  sind  die  Fälle  erledigt: 

2  =  0,  r  =  1   (ungerade  Primzahl  oder  Potenz  einer  solchen) 

und 

A  ^  1,  >•  =  0  (Primzahl  2  oder  Potenz  davon). 

Überdies  ist  der  Fall 

2  =  0,    ;•  =  0         [k  =  i) 

trivial.  Immerhin  will  ich  diese  Spezialfälle  nochmals  in  den  all- 
gemeinen Fall  einbeziehen,  /r  soll  also  eine  beliebige  ganze  Zahl 
^  1  sein. 

n  sei  eine  beliebige  zu  k  teilerfremde  Zahl.  Dann  ist  n  zu  jeder 
in  /■  aufgehenden  Primzahl  teilerfremd. 

Es  werde  nach  §§  95 — 96  für  jede  der  Potenzen  (mit  Exponent 
^li  ungerader  Primzahlen  i'is  •  •  • ,  i>^'"  eine  primitive  Wurzel  G^^ 
bzw.  G2,  •  •  •,  G^  ausgewählt,  in  beliebiger  Weise,  die  aber  nunmehr 
festgehalten  wird.  (Es  sei  etwa  jedesmal  G^,  G^,  •  •  •  die  kleinste 
positive  primitive  Wurzel.)  Falls  natürlich  /.•  =  2'-  ist,  also  r  =  0,  so 
sind  diese  Zahlen  nicht  einzuführen. 

Wenn  nun  11  eine  beliebige  zu  k  teilerfremde  Zahl  ist,  ist  ein 
System  ganzer  Zahlen  w^,  •  •  •,  «^  nach  §§  95 — 96  eindeutig  dadurck 
bestimmt,  daß 


1)  Wo  Primzahlen  mit  zu  den  Primzahl potenzen  gerechnet  werden. 
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In  =  G^'(mo(l.  j)j'),     0  ^  «1  ^  «JPlJ^iO  —  \^ 

n  =  (T^''(mod.pv),    0  <  cc^.  <  (fijy;.'-)  —  1 
ist. 

Ebenso  sind,  falls  A  ^  )>  ist,  a  und  /)'  eindeutig  durch  die  Kon- 
gruenz mit  Nebeubedingungeu 

(9)      n  =  (-  l)«5.^(mod.  2^),  0<«<1,     0<ß<  ^(p['2')  -  1 

bestimmt.     Falls  A  =  2  ist,  ist  «  eindeutig  durcli 

(3)  n  =  (-  1)" (mod. 2'),     0  <  «  <  1 

bestimmt.  Falls  A  =  1  oder  A  =  0  ist,  ist  hier  nichts  zu  bemerken, 
da  alsdann  die  teilerfi-emden  Heste  modulo  2  bzw.  1  nur  eine  Klasse 
bilden. 

Auf  diese  Weise  entspricht  jeder  Zahl  n,  die  zu  /.•  teilerfremd 
ist,  ein  System  von  r,  r  +  1  oder  r  -\-  2  Zahlen 

(4")  «1,  «2,  ■  ■  -,  cc^.,  a,  ji. 

Hierbei  tritt  eben  für  A  =  2  die  Zahl  ß  nicht  auf;  für  A  =  1  und 
A  =  0  treten  die  Zahlen  a  und  ß  beide  nicht  auf.  Für  r  =  0,  A  ^  3 
stehen  nur  a  und  ß  da;  für  r  =  0,  A  =  2  steht  nur  cc  da,  für  /•  =  t>, 
A  =  1  (d.  h.  k  =  2)  und  r  =  0,  A  =  U  (d.  h.  A-  =  1)  gar  nichts. 
Übrigens  sind  die  letzten  Fälle  /.•  =  2  und  /.'  =  1 ,  wo  die  Reihe  («1) 
nichts  enthält,  trivial;  denn  die  Primzahlen  ^  1  (mod.  2)  sind  alle 
Primzahlen  bis  auf  2,  die  Primzahlen  -^^  1  (mod.  1)  sind  alle  Prim- 
zahlen, so  daß  in  diesen  beiden  Fällen  nicht  mehr  zu  beweisen  ist, 
als  schon  durch   die  allgemeine  Primzahltheorie  bekannt  ist. 

Die  Zahlenreihe  (4)  möge  das  Indexsystem  von  n  modulo  /,•  genannt 
werden.  Zwei  modulo  Ic  kongruenten,  zu  /.•  teilerfremden  Zahlen  entspricht 
dasselbe  Indexsystem,  da  sie  a  fortiori  modulo  7/^',  modulo  ^9^%  •  •  •, 
modulo  p';.'-,  modulo  2'-  kongruent  sind.  Die  Zahlklassen  teilerfremder 
Zahlen  modulo  k  und  die  Indexsysteme  entsprechen  sich  gegenseitig 
eindeutig:  denn  umgekehrt  entspricht  jedem  Indexsystem  eine  Zahl- 
klasse modulo  / ,  da  die  r  bzw.  r  -\-  1  Kongruenzen  (1)  und  (2)  bei 
gegebenem  Indexsystem,  d.  h.  gegebenen  rechten  Seiten  stets  nach  der 
ünbekainiten  ;:  auflösbar  sind. 

Die  Anzahl  der  Zahlklassen  teilerfremder  Zahlen  modulo  /.■  be- 
trägt (f-ili),  was  natürlich  mit  der  Anzahl 

<jp(KO  •  •  •  90^)«p(2'-) 

der  Indexsysteme  übereinstimmt. 
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Wenn  die  Zahlen  (4)  nur  den  Kongruenzen  in  (1),  (2),  (3)  ohne 
die  Ungleichungen  daneben  unterworfen  sind,  so  ist  eindeutig  be- 
stimmt: a^  modulo  (p(p^^),  •  -  ■,  cc,.  modulo  (p{plr),  a  modulo  2,  ß  modulo 
icp(2^-y,  umgekehrt  liefert  jedes  System  (4)  ohne  die  Ungleichungen 
eine  Restklasse  modulo  /.■. 

Ich  setze  jetzt  stets  zur  Abkürzung 

cp(]c)  =  h. 

§  09. 
Einführung  der  Charaktere, 

Nunmehr  definiere  ich  (bei  fest  gegebenem  /*;)  h  zahlentheoretische 
Funktionen  von  »^  d.  h.  Funktionen,  welche  für  jedes  ganzzahlige  posi- 
tive n  eindeutig  bestimmt  sind.  Verschieden  nenne  ich  natürlich  zwei 
Funktionen,  welche  nicht  für  sämtliche  ganzzahligeu  positiven  n  über- 
einstimmen. Vorläufig  werden  übrigens  diese  //  Funktionen  außer  von 
Je  noch  von  der  Wahl  der  Zahlen  G^,  ■  ■  -,  G^.  abhängig  erscheinen; 
später  wird  sich  zeigen,  daß  sie  durch  k  allein  eindeutig  bestimmt  sind. 

Ich  will  also  so  viele  Funktionen  definieren,  als  es  Indexsysteme 
gibt,  und  drücke  dies  vorläufig  so  aus,  daß  ich  an  das  Funktions- 
zeichen %(n)  das  beliebige  Indexsystem ^' 

wo  also  /-     /  ;  \       1 


ist,  heransetze,  also  irgend  eine  beliebige  der  h  Funktionen  mit 

bezeichne.     Diese  beliebige  Funktion  sei  nun  folgendermaßen  definiert. 
Es  werde  zur  Abkürzung 

r/,(;A) 


1)  Mit  Absicht  schreibe  ich  hier  andere  Ruchstaben  als  im  vorigen  Paragraphen. 
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und  nußi'rdf  111,  falls  A  ^  2  ist, 
und  falls  /  ^  3  ist, 


0^. 

+  1 

-   1 

27t« 

9 

r  +  2 

e' 
im 

2-1-2 

^ 

e 

gesetzt^'.  (),  ist  also  eiue  (p{^p'f)ie.  Einheitswurzel,  uud  zwar  eine  solche, 
deren  Potenzen 

Wiy   v\}         >   Vi 

alle  (p{p\^)iQTi  Einheitswurzeln  darstellen,  eine  sogenannte  primitive 
(p{pY)\.Q  Einheitswurzel,  und  zwar  die,  deren  Amplitude  positiv  imd 
mögliehst  klein  ist,  •  •  •,  Q^j^^  die  primitive  2te  Einheit« wurzel,  Q,._^.2 
eine  spezielle  primitive  ig)(2^)te  Einheitswurzel  (die  mit  kleinster 
positiver  Amplitude). 

Dann  lautet  die  Definition  von  ;tK,«„,  •■,,(,., «,6)00* 

1)  Für  alle  r?,  die  mit  h  einen  gemeinsamen  Teiler  besitzen,  ist 

2)  Wenn  n  zu  /.■  teilerfremd  ist  und  das  Indexsjstem 

«j,  «2,  •  •  •,  «.,  cc,  ß 
besitzt,  so  ist 

Z;a,, «„...,«,., «,6)00   =   Pl        Q-2      '-'-Qr  Qr+l9r  +  r 

Damit  sind  die  Ji  Funktionen  eindeutig  definiert:  ich  habe  nur  zu 
beweisen,  daß  sie  verschieden  sind.  1).  h.  ich  behaupte:  Wenn  ich 
zwei  unter  ihnen 

Z/  mOO 

und 

»,«   ,a   ,  •  •  •,«   ,a  ,i  )  ^    ' 
IS  /• 

habe,  avo  nicht  zugleich 

ttj  =  öf{,  •  •  •,  a^.  =  (/,  (i  =  <(',  ?>  =  // 
ist,  so  gibt  es  eine  ganze  Zahl  n  derart,  daß 

ist. 


1)  leb  erwiUino  von  jetzt  ab  uicbt  mehr  immer  besunders:,  (biß  in   den  ein- 
lacberen  Fällen  r  =  0  und  i  ■<  3  gewisse  Glieder  gar  nicht  auftreten. 
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In  der  Tat: 

I.  Es  seien  unter   den    ersten   r  Indizes    zwei    entsprechende  ver- 
schieden: 

a^  ^  al,     0  <  a.,  <  (pipi^)  -  1 ,     0  ^  <  ^  (p{pl>')  -  1 . 

Dann  wähle  ich  eine  Zahl  it,  welche  der  Kongruenz 

n  ^  6r,,(mod.  1)1" ) 
und  den  Kongruenzen 

Ji  =  1  (mod.  j)^')      (1  <  ,a  <  r,  ^  >  v), 

n  ^e;  l(mod.  2"*) 
genügt.     Dies  Ji  hat  das  Indexsystem 

«,,  =  1;  a,^  =  0  für  1  ^  ^  ^r,  ^^  v^  a  =  0;  /3  =  0. 
Also  ist  für  diese  Zahl  u 

und   diese    beiden   Ausdrücke    sind    eben    verschieden,    da    unter    den 
Potenzen  ^ 

keine  zwei  gleiche  vorkommen. 
IL    Es  sei  1^2  und 

a^a,  0£a£l,  0£a'  <1. 
Dann  wähle  ich  n  so,  daß 

«  =  l(mod.^^,v)         {v  =  1,2,  ■•  ■,}•), 
u  =  —  1  (mod.  2'') 
ist.     Dann  ist 

«1  =  0,  •••,  «^  =  0,  a=l,  ß  =  0, 
also 

Z(«^',a^:,---,a;,a',*')('^)  =  Qr+1, 

was  nicht  übereinstimmt. 
III.   Es  sei  A  ^  o  und 

h  ^  &',  0  <  />  ^  i9'(2'-)  -  1,  0  <  6'  <  ^(p{2^-)  -  1 . 

Ich  wähle  n  so,  daß 

n=l  {mod.pl")     (v=  1,  2,  •••,r), 

M  =  5(mod.  2^-) 

26* 


ist,  also  das  ludexsystem 

a^  =  0,  •  •  •,  «^  =  0,  ß  =  0,  ^  =  1 
hat.     Dann   ist 

verschieden  von 

Da  uach  \'oraussetzuug  mindestens  einer  der  drei  Fälle  I.,  IL,  111. 
eintritt,  ist  die  Behauptung  bewiesen,  daß  die  h  eingeführten  Funk- 
tionen verschieden  sind. 

Diese  h  zahlentheoretischen  Funktionen  will  ich  nunmehr  kurz  mit 

bezeichnen,  die  allgemeine  mit 

X.in)         (>£  =  1,  •  •  •,  h) 
und,  wo  kein  Mißverständnis  entstehen  kann,  sogar  noch  kürzer  mit 

ich  werde  über  sie  vier  Sätze  mit  sehr  kurzem  und  elegantem  Wort- 
laut beweisen.  Alsdann  darf  der  Leser  bald  die  recht  komplizierte 
Definition  dieser  Funktionen  vollkommen  vergessen  und  braucht  sich 
nur  zu  merken,  daß  die  Existenz  eines  Systems  von  Ji  verschiedenen 
Funktionen  bewiesen  worden  ist,  welche  die  vier  Eigenschaften  be- 
sitzen. Die  Numerierung  (1)  sei  fast  ganz  beliebig  und  nur  so  ge- 
wählt, daß  die  Funktion 

Mo,--,o,(>0 

an  erster  Stelle  steht.     Dies  Xi(n)  ist  also  0,  wenn 

(n,  k)  >  1 
ist,  dagegen   1,  wenn 

{n,  Ic)  =  1 
ist 

Die  //  Funktionen  x^i^ri)  werden  Charaktere  genannt,  Xi()i)  der 
Hauptcharakter. 

In  den  beiden  (trivialen")  Fällen  1  =  1  und  Ä' =  2,  wo  es  nur 
eine  teilerfremde  Kestklasse  gibt,  d.  h.  h  =  1  ist,  ist  eine  einzige 
Funktion  XiO')  (Hauptcharakter)  einzuführen,  welche  bei  k=l  für 
alle  n  den  Wert  1  hat  und  bei  Z;  =  2  für  alle  zu  2  teilerfremden, 
d.  h.  ungeraden  n  den   Wert  1,  sonst  den  Wert  0  hat. 


§  100.    Eigenschaften  der  Charaktere. 
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§  100. 
Eigenschaften  der  Charaktere. 

Satz  1:     Es  ist  für  zwei  ganze  positive^^  Zahlen  n,  n' 

(1)  l{nn')  =  i{n)x{n'). 

Von  jeder  der  h  Funktionen  wird  also  dies  „Multiplikations- 
gesetz" behauptet. 

Beweis:  1.  Wenn  mindestens  eine  der  Zahlen  n  und  n'  mit  h 
einen  gemeinsamen  Teiler  besitzt,  hat  auch  nu'  mit  /,;  einen  gemein- 
samen Teiler;  also  ist  (1)  erfüllt,  weil  beide  Seiten  Null  sind. 

2.  Wenn  die  Zahlen  n  und  n  beide  zu  h  teilerfremd  sind,  ist 
auch  nn    zu  h  teilerfremd.     Es  habe  n  das  Indexsystem 

u^,-  ■  ■,a^,a,ß, 
n    das  Indexsystem 

«1,  •  •  •,  a'r,  a,  ß'. 


Dann  ist  also 


n  =  G"i(mod.p^^)^ 


G"^{mod.pl^), 


J..- 


n  =  G/ (mod.  p/ ) ,  n'  =  G/- (mod.  2)/ ), 

n  =  (-  ir5''(mod.  2'),     n'  =  (-  l)"'5'''(mod.  2'-). 


Daraus  folgt 


—  /'^«i+«,' 


nn  =  (t"i     1  (mod.j5^i), 


nn  ^  G"r   "'•(^mod./»^'')) 

nii   hat  also  das  Tudexsystem 

ci'l,  aZ,  •  •  •,  a',.,  a",  ß", 

■  tt[  =  «1 4-  «i'  (mod.  (f  (p{0) ,      0  ^  (i[  <^  (p  (p\')  —  1 , 


wo 


(2) 


ci"  ^  «,.+  «'.  (mod.  gp(^;/-)),     0  <  o;"  <  g5(i/r)  —  1, 
«"=  a  +  a'  (mod.  2),  0  ^  a"^  1, 

l  r  ^  ^  +  /3'  (mod.  iqp(2^0),     0^/3"^  i(p(2^-)  -  1 


1)  Die  Funktionen  sind  von  selbst  auch  für  alle  w  <  0  durch  die  Rest- 
klasse definiert;  doch  wird  dies  in  der  Folge  nur  gelegentlich  einmal  verwendet 
werden,  in  §  127.     Natürlich  bleiben  alle  Eigenschaften  erhalten. 
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ist.      Aus    (li-n    Kongruenzen   (2)    folgt,    da    q^,  ■  ■  ■.  0,^1,  p,.^o    bzw. 
(p{p\^)te,  ■  ■  ■,  2te,  \<p(ß')te  Einheitswurzeln  sind, 


(3) 


«-■;. 

— 

(>^^"> 

= 

(>;'>c;^ 

<' 

= 

^  r 

= 

KrQK, 

Kli 

= 

Q"ti' 

== 

9%l9r^ 

?;;. 

= 

Qn? 

= 

?''+2?f+ 

Da  nun  nach  Definition 

/    \  II   I'.  a   (i      aa        b.i 

Xia    ,...,«    ,a,/.)  W  =  Pl'     '■■■  9/    '-Qr  +  lQr+i^ 

/     f\  a,  a'  a   u'     au'      h S' 

3:(a^,...,a.,«,.)l")  =  9x'    '•■■  9/    '•?.  +  l9;+.' 

/         /\  a    tt"  a   ci"     a(t"     b  i" 

ist,   so  sieht  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3)    die  Richtigkeit   der 
Behauptung 

linn)  =  %{n)i{n) 
ein. 

Satz  2:    Es  ist  für  w  ^  w' (mod. /.) 

lin)  =  li^n). 

Beweis:  1.  Wenn  eine  der  beiden  Zahlen  >^  und  n  mit  7t  einen 
gemeinsamen  Teiler  besitzt,  hat  auch  die  andere  mit  /•  einen  gemein- 
samen Teiler,  und  es  ist 

2.  Wenn  n  und  n  zu  /,•  teilerfremd  sind,  so  ist,  weil  n  und  )/' 
dasselbe  ladexsjstem  haben,  nach  Deiinition 

Satz  3:  Wenn  n  ein  vollständiges  Restsystem  luodulo  /• 
durcbläuft,   ist   für  x  =  1,  d.  h.  für  A.^'n   Hauptcharakter 


§  100.    Eigenschaften  der  Charaktere.  4<  >7 


dagegen   für   x  =  2,  •  •  •,  h,   d.h.   für   alle   übrigen   Charaktere 

n 

Beweis:    1.    Im   Falle  x  =  1   ist  nach  Definition 

%.M  =  0 

für  solche  n^  die  mit  Je  einen  Teiler  gemeinsam  haben,  dagegen 

für  die  zu  k  teilerfremden  n.  Solcher  teilerfremden  n  gibt  es  in 
einem  vollständigen  Restsystem  //;  also  ist 

2.    Es  sei  X  >  1,  das  heißt,  mindestens  eine  der  Zahlen 
in 

sei  >  0.     Es  ist 

l^in)  =  0 

für  die  zu  /j  nicht  teilerfremden  m;  sonst  ist  es  ein  Produkt  von  Eiu- 
heits wurzeln  der  Grade  (p{pY),  ■  •  •,  <p{p].''),  2,  ~(p{''2^-),  also  jeden- 
falls selbst  eine  /ite  Einheitswurzel.     In 

bleiben  also  genau  h  von  Null  verschiedene  Summanden  stehen,  und 
zwar  ergibt  sich 

n  »1  =  0  «j.  =  0      a  =  0  1^  =  0 

Da  die  Summationen  von  einander  unabhängig  sind,  läßt  sich  diese 
Summe  als  Produkt  von  Einzelsummen  schreiben: 

(4)     :sxjn)  =2(^t^y^  ■  ■  ■  2{€'-y'  ■  2(p'u:r  •  2(9^2)'- 

n  «1  =  0  «;.  =  0  a  =  Q  ,■/  =  0 

Wenn  nun  q  eine  mte  Einheitswurzel  ist,  so  ist 

«^1      f  =  1  -f  1  -I H  1  =  wi       für  p  =  1, 


(5)  ^^'l      i-P'"       n  f-         .    1 
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In  (4)  hat  jede  iSuuime  rechts  die  Form  (.">);  da  r^,,  •  •  •,  h  nicht  alle 
0  sind,  ist  mindestens  eine  der  Einheitsvvurzehi  p'^',  •  •  •,  p|;^,^=4=l^ 
also   die   entsprechende   Summe    rechts  =  0.     Daraus   folgt,    wie    be- 

Dieser  Beweis  im  Falle  x>  1  läßt  sich  auch  su  führen:  Da  ;^^(») 
nicht  der  Hauptcharakter  ist,  gibt  es  ein  zu  /r  teilerfremdes  n   derart, 

^^aß  xAn)  +  1 

ist.     Da  im'  mit  )i  ein  vollständiges  Restsystem  durchläuft,  ist 

11  n 

II 
ix-M)  -  i)2x-M  =  0. 

n 

Satz  4:    Wenn  n  festgehalten  und  die  Summe 

(6)  yxM 

z  =  l 

über  alle  li  Funktionen  erstreckt  wird,  so  ist 

/( 
2Xy.{'^)  "=  ^'  ^"^*  ''  =  ^  (mod.  /i), 

y.-^l 

dagegen  ,^ 

2xM-^^  für  «^  l(mod./0, 

z  =  l 

also  für  alle  /.■  —  1   übrigen  Restklassen  modulo  /.•. 

Beweis:  Der  Nachweis  ist  ganz  analog  dem  Nachweise  des 
Satzes  3,  wegen  der  Symmetrie  der  Definition  der  Funktionen  xi'>^) 
(für  zu  /.•  teilerfremde  n)  iu  deii  beiden  Zahlenreihen  Oj,---,  «,.,  a,h 
und   r;,,-  •  ■,a^.,a,ß. 

1-    Es  sei  (»,/0>l; 

daim  verschwindet  jedes  Glied  der  Summe  (6);  also  ist  deren  Wert  =0. 

2.    Es  sei  1  1  /N 

n  :^:  1  (moil.  /.). 

Dann  hat   n  das  Indexsystem 

«1  =  0,  «2  =  0,  •  ■  •,  «,.  =  0,  a  =  0,  /3  =  0. 
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Folglich  ist  für  jede  der  li  Funktionen 


also 

3.    Es  sei  zwar 


=  1; 


y.  =  l 


aber 


n  ^  1  (mod.  ZO. 
Dann  sind  die  Indizes  von  n  nicht  sämtlich  0,  und  es  ergibt  sich 

/,  'K^iO-i    '/'(<:'•)-!     1  l'/'(2'-)-i 

y.  =  l  01  =  0  ff/.  =  0         a  =  Q       '/ =  0 

- 2(^iT  ■  ■  ■  2(e'T  ■  2(ß':^.r  ■  2(sU^- 

Da  mindestens  eine  der  Zahlen 

von  1  verschieden  ist,  verschwindet  mindestens  eine  der  Summen  rechts; 
also  ist 

■/.  =  ! 

was  zu  beweisen  war. 

Ich  behaupte  nun^',  daß  die  Gesamtheit  unserer  h  Funktionen  von 
der  Wahl  von  G^,  •  •  -,  G^.  unabhängig  ist,  und  habe  dazu  (a  fortiori) 
offenbar  nur  nötig,,  den  Satz  zu  beweisen: 

Satz:  Wenn  irgend  eine  zahlentheoretische  Funktion  ;^(w) 
den  Sätzen  1  und  2  genügt  und  für  jedes  zu  k  nicht  teiler- 
fremde n  Null,  für  n  =  1  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  %(n) 
eine  unserer  h  obigen,  aus  einem  beliebig  gewählten  System 
Gl,  •  •  •,  G^.  entspringenden  Funktionen 

XiOO,  ■■■,  xM- 

Beweis:  Es  wird  also  vorausgesetzt,  daß  allen  Zahlen  einer  Rest- 
klasse modulo  /<■   derselbe  Wert   von  %{n^   entspricht,  und  zwar  jeder 


1)  Übrigens   brauche   ich   dies   im   folgenden   gar  nicht;   es   wirft   aber   ein 
deutlicheres  Licht  auf  die  Charaktere. 
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nicht  teilcrt'remdeii  Restklasse  Null,  der  Klasse  «  =  I  -f  -V/,  iiiclit  Xull. 
ferner,  daß  /      '■  /  \        /\ 

ist. 

Es  seien  r  -\-  '2  (bzw.  r,  r  +  1)  Zahlen'^ 

durch  die  Bedingungen  definiert: 

»ij  =  Gl  (raod.  ^)j»),     «j  =  1  (niod.  jK-  •  ■  ■  p\'  -''  ^, 


n^  =  G^  (mod.  p'r),     n^  =  1  (mod.  2^1'  ■  ■  ■  p'/z]  2'-), 

wo  (tj,  •  ■  -,  G^  unser  altes  System  primitiver  Wurzeln  mod.  p'^, 
p^r  ist; 

«^^j  =  —  1  (mod.  2'),     M,._^,  =  1  (mod.  'p^^  ■  ■  ■  p'-r), 

«^^2  =  5  (mod.  2'-),  w,.  +  2  ^  1  (mod.^j'  •  •  •  p'/). 

Dann  ist  ... 

i;f^'''"^=l(mod./iO 


und 
also 
ebenso 


^^v(;>/0  =  1  (inod.  ji^-  ■  ■  ■  p';r  2'-), 
nf"''"^ ^1  (mod.  Lj, 

„;/'0^^'-^)=l(mod./.-), 


n'r''^'-'"'^^l{mod.]c), 

w;  +  i^l(mod. /.■), 

Wegen 

«;^,     =  1  (mod.  /.•). 

und 
ist 
daher  ist 

=  z(i);k(1) 

=  za) 

=  1, 

1)  Diese  Zahlen  kamen  schon  iu  §  9'.»  vor. 
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also  %{n^)  eine  9?(p'0te  Einheitswurzel,  folglich 

wo 

0<a,<g)  0/0-1 

ist.     Ebenso  ergibt  sieh 

z(«2)  =  q7,     0  <  «2  <  ^iiK")  -  1' 


;kOO  =  (>"'■;       0  <  a,.  <  9)(i/'-)  -  1, 

Wenn   nun  n   eine^  beliebige   zu  /.•  teilerfremde  Zahl  ist,    die  das 

Indexsystem 

«i;   •  •  ■,   ^^rJ   «;  ß 
hat,  so  ist  wegen 

n  =  (r"'  (mod.  |9^' ), 

?z  =  G"/  (mod.  j)^'"), 
«  EEE  (-  ly  5^*  (mod.  20 

zOO  =  x«0  •  •  •  %«'")z«+ !>;:«'+ 2) 

a,  cf.  a,.a,.     aa         h  i 

daher  ist  ^('0  wirklich  eine  unserer  alten  ]i  Funktionen. 
Übrigens  leisten  die  soeben  mit 

bezeichneten  Zahlen  auch  noch  folgendes.     Der  Ausdruck 

stellt  alle  zu  /.•  teilerfremden  Zahlklassen  und  jede  nur  einmal  dar, 
wenn  a^,  •  ■  ■,  ß  unabhängig  ihren  Spielraum  durchlaufen.  Daß  man 
überhaupt  alle  diese  Klassen  durch  Potenzprodukte  gewisser  darstellen 
kann,  wäre  trivial,  nämlich,  wenn  diese  gewissen  Klassen  alle  Jt  Klas- 
sen sind.  Aber  die  obige  Darstellung  ist  bei  Beschränkung  der  Ex- 
ponenten auf  je  ein  bestimmtes  Intervall  eindeutig. 


offenbar 
also 
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ij   101. 

Einteilung'  der  Charaktere  in  drei  Klassen. 

Es  ü'il»t  also  /AI  /,  ^'\u  u'aii/,  ln_'ötiiuinte.s  Sv.steiii  vou  A  Charakteren. 
Man  teilt  nun  diese  //  /alileiitheoretischeu  Funktionen  in  drei  Klassen 
ein,  von  denen  für  alle  /.■  mit  Ausnahme  von  1,  2,  3,  4,  0,  8,  12,  24  jeden- 
falls alle  drei  vorhanden  sind,  während  für  /r  =  3,  /,•  =^4,  Je  =  6,  k  =  s^ 
/•  =  12  und  /»•  =  24  die  dritte  fehlt  und  in  den  trivialen  Fällen  /■;  =  1, 
/,•  =  2  nur  die  erste  vorhanden  ist. 

1.  Die  erste  Klasse  wird  vom  „Hauptcharakter"  Xii'O  'lU^iii  g*^" 
bildet,  der  stets  0  oder  1  ist. 

2.  Die  zweite  Klasse  wird  von  denjenigen  Charakteren  gebildet, 
welche  für  jedes  ii  reell  (also  =  U,  +  1)  sind,  aber  nicht  stets  =  0 
oder  +  1.  Mit  anderen  Worten:  es  sind  die 'vom  Hauptcharakter  ver- 
schiedenen reellen  (d.  h.  durchweg  reellen)  CTiaraktere.  Für  sie  ist 
eben  die  Auswahl  der  Einheitswurzeln 

so   zu   treffen,   daß   dieselben  reell,   d.  h.  =  +  1    und   nicht   alle   +  1 
sind.     Mit  anderen  Worten,  es  muß 

a,  =  0  oder  \(f{iy-), 

ff,.=  0  oder  \(p{p].'), 

a  =  0  oder  1, 

&  =  0  oder  \(p(2'') 

sein,  wobei  nicht  stets  der  Wert  0  gewählt  ist. 

3.  Die  dritte  Klasse  wird  von  den  „komplexen"  Charakteren  ge- 
bildet; darunter  werden  diejenigen  verstanden,  welche  nicht  durchweg 
reell  sind,  d.  h.  für  mindestens  ein  n  (also  für  mindestens  eine  Kest- 
klasse)  nicht  reell  sind.  Diese  komplexen  Charaktere  lassen  sich  paar- 
weise einander  durch  folgende  Bemerkung  zuordnen.     Wird  für  einen 

komplexen  ( "harakter 

yj>n-n.^.{n)  +  ir,{n) 

gesetzt,   wo  Uy{n)   der  reelle  Bestandteil  ist,   so   ist   offenbar  für   ein 
liewisses  anderes  x'  .  ,        •     /   ■ 

(l.  h.  der  <'harakter  i.^-{ii)  durchweg  konjugiert  zu  xX"^)-     ^^  ^^'  iii"^^" 
lieh  für  das  n  mit  dem  ludexsystem  cq,  •  •  -,  \i 

" 1  ^r+2' 
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y.  entspreche  also  dem  System  «j,  •  •  •,  h.     Alsdann  werde 
,  ^  [  ^O'IO  -  ^1     für  1  <  «1  ^  qp(i)'iO  —  1, 
"^        \  0  für  r/j  =  0, 


\2  —  a  für  a  =  l, 

\0  für  a  =  0, 

^_U(p(2')--b  für  l^&<f(p(2^j  -  1, 

^  I  0  für  &  =  0 

gesetzt.     Da   zu   einer  Einheitswurzel  q   die  Zahl  q~^  konjugiert  und 
hier 

Q'h'    =  Q-"i  für  0  ^  «j  ^  9^ip'''-)  ~~  1; 


p!:'^2=p;+2     für  0<&<  1^(2^)- 1 
ist,  so  ist 

wirklich  für  alle  zu  /.•  teilerfremden  ii  der  Zahl 

konjugiert,  und  für  die  anderen  u  sind  ja  beide  Funktionen  0,  also 
gewiß  konjugiert  komplex. 

Diese  zwei  Funktionen  Xy{n)  und  Xy.'i''^)  ßJi^^s  solchen  Paares  sind 
verschieden,  weil  nach  Voraussetzung  x>-0^)  (^Is  Charakter  dritter  Art) 
für  mindestens  ein  n  nicht  reell,  also  verschieden  von  seinem  kon- 
jugiert komiplexen  Wert  ist. 

Daß  die  Funktion 

zugleich  mit 

u.^i^n)  -\-  iv.Jn) 

ein  Charakter  ist,  ergibt  sich  übrigens  auch  daraus,  daß  sie  den  Sätzen 
1  und  2  des  §  100  genügt,  für  (;?,  /,•)  >  1  Null  und  für  n  =  1  nicht 
Null  ist. 

Wenn  x{n)  ein  Charakter  ist,  so  verstehe  ich  allgemein  unter 
2(w)  den  konjugierten  Charakter.  Für  Charaktere  erster  und  zweiter 
Art  ist  eben 

Z(w)  =  z{i')- 

Daß  in  den  von  1,  2,  3,  4,  6,  8,  12,  24  verschiedenen  FäUen 
alle  drei  Klassen  vorhanden  sind  (wie  am  Anfang  dieses  Paragraphen 
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angekündigt  Avurde\  ergibt  sich  so:  Die  dritte  Klasse  ist  vorhanden, 
sobakl  bei  einer  in  k  aufgehenden  Prim/ablpotenz  ^Z- 

eider  für  das  in  /.   aufgehende  2'- 

|93(20  =  2'-2>2 

ist.  Wenn  die  dritte  Klasse  fehlt,  darf  also  von  Primzahlen  nur  vor- 
kommen: 3  und  zwar  höchstens  einmal,  ferner  2  und  zwar  höchstens 
dreimal.  Die  Zahlen  2'  )]'■',  avo  0<  A  < ';),  O^A'^1  ist,  ergeben 
die  obigen  Ausnahmefälle. 


Dreinndz wanzigstes  Kapitel. 
Die  Dirichletsclien  Reihen  Ly,is). 

§  102. 
Definition  und  Konvergenzbereich. 

Ich  betrachte  nun  für  reelle  s  >  1,  den  h  Charakteren  entsprechend, 
die  Ji  unendlichen  Reihen 

a)  L.Js)=^2j     r,     ■ 

H  =  l 

Wegen 


ist  jede  dieser  Reihen  für  .5  >  1  konvergent. 

Die  Reihen  (1)   unterscheide  ich  je   nach  den  zu   ihrer  Bildung 
benutzten  Charakteren  in  Reihen  erster,  zweiter  und  dritter  Art. 

Die  Reihe  erster  Art  ist 

wo  das  Zeichen  Z"  bezeichnet,  daß  nur  die  zu  /■•  teilerfremden  n  auf- 
zunehmen sind.  Sie  ist  für  .v  =  1  oäenbar  divergent,  da  bereits  die 
Partialreilie  fdie  den  «  r^  1    anod.  J.-'i  entspricht) 

1  ^  /.•  +  1  ^   2k-j-l   ^ 
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beziehlich  nicht  kleinere  Glieder  hat  als  die  divero-ente  Reihe 


^'^  +  -'    +    '-  + 


welche  durch  Multiplikation  aller  Glieder  der  divergenten  harmonischen 
Reihe  mit  -77  entsteht. 

Aus  der  Divergenz  von 

ji^    n 

,1  =  1 

folgt  leicht,  daß,  Avenn  s  von  rechts  an  1  heranrückt,  die  Funktion 
(reellen  Argumentes)  L^(s)  über  alle  Grenzen  wächst.  Denn  wenn 
ein  //  >  0  gegeben  ist,  gibt  es  ein  x,  so  daß 

n  =  l 

ist.     Da  nun 

lim  y'^  =  y  i- 

«  =  1  «  =  1 

ist,  so  gibt  es  ein  e  =  £{(J),  so  daß  für  alle  6'  zwischen  1  (exkl.)  und 
1  +  £  (exkl.) 

X  X 

«  =  1  «  =  1 

folcflich 


^  ^>9 


■2'- 

u  =  l 

ist.     Für  jene  s  folgt  a  fortiori 


n 

H  =  l 


'  1 


«  =  1 

X 

>2 

H=  1 

d.  h.  L^(s)  wächst  mit  zu  1  abnehmendem  s  über  alle  Grenzen. 
Für  die  Reihen  zweiter  und  dritter  Art  mit  nun  der 


'  1 

n' 
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Satz:    l-";ills  K  =  2,  ■  ■  ■,  li   ist,  ist  die  TvjmIu' 

»= 1 

für  alle  .s  >  0  konvergent,  ist  dort  stetig  uud  difiereutiier- 
bar  und  darf  dort  gliedweise  differentiiert  werden;  ferner  ist 
L'xiß)  für  s>0  stetig. 

Hierbei  handelt  es  sich  im  Falle  einer  Reihe  dritter  Art  um  eine 
komplexe  Funktion  der  reellen  Variablen  5:  d.  h.,  wenn 

^^  =  UM 
11=1 

«  =  i 
gesetzt  wird,  so  zerfällt  die  Behauptung 

(2)  i;(,)  =  _V?i'Ö]£«^ 

^^         n' 
11  =  1 

in  die   beiden 

(3)  L-{s)  =  _  J^«^(«)^i;g'' 

n  =  l 

(4)  n(,)  =  _V-^^, 

«  =  i 
und   es   wird   ferner  —  alles   für  s  >  0  —  die   Stetigkeit   der  beiden 
reellen  Funktionen  Uy.{s)  und  V^(s)  behauptet.     Es  handelt  sich  eben 
hier  um  Dirichletsche  Reihen  mit  komplexen  Koeffizienten  und  vor- 
läufig noch  reeller  Variabein. 

Beweis:  Für  s  =  0  ist  die  Reihe  X^(s)   gewiß  divergent,   da  das 
allgemeine  Glied  Xy{ii)  nicht  den  Limes  0  hat.     Es  ist  jedoch 

:SxM  -  0(1), 

«  =1 

da  nach  dem  Satz  3  des  §  100  die  Summe  von  jo  /•  konsekutiven 
Gliedern  ;i;^(m)  verschwindet.     Folglich  ist 


« = 1 


uM  =  0(1) 
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und  ^)  X 

2^M  =  o{i). 
«= 1 

Nach  §§  29 — 30  sind  also  die  Reihen  C/^(s)  und  Vy{s)  für  s  >  0  konver- 
gent und  stetige  Funktionen;  die  Reihe  L.^{s)  ist  also  ebenda  kon- 
vergent und  stetig. 

Nach  den  allgemeinen  Eigenschaften  Dir  ich  let  scher  Reihen  in 
§  30  sind  ferner  Ux(s)  und  Vl,{s)  für  s>0  vorhanden,  durch  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  darstellbar  und  stetig.  Folglich  gilt  (2)  für 
s  >  0,  und  L'y\s)  ist  dort  stetig. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen;  er  liefert  insbesondere  bei  zu  1  ab- 
nehmendem .§ 

(5)  limi.W^V-^f 


und 
(6) 


re  =  l 


00 

iimi:;(.)=-V^^i4-^. 


n  =  \ 


§  103. 
Die  grundlegende  Identität. 

Analog  zu  t,{s)   lassen   sich    die  L.^{s)  (x  =  1,  •  •  •,  li)   durch  un- 
endliche Produkte  darstellen.     Ich  behaupte  den 
Satz:  Für  s>  1  ist 

LXs)  =  Yt ^-rx- 

Beweis:  Es  ist  für  komplexe  u,  wenn  \u'  <  1  ist, 

^       =  1  -h  M  -f  U-  +  U'^  -i , 


1 
<2 


1)  Für  Reihen  zweiter  Art  ist  einfach 

Laudau,  Verteilung  der  Primzahlen.  27 


l  —  U 

^ 

also  für  s  >  1,  da 

XyiP) 

ist, 

/ 
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xip)      ^     P"" 

1  —      "  m=I 

_  ^X,(P'") 

VI  =  1 


p 

Das  Produkt  eudlicli  vieler  absolut  konvergenter  Reilien  darf  l)eliebig 
geordnet  werden;  wegen 

ist  also 

7..AP'")         ^'  X.M) 


TT  V  y-Ai' )  _  v^  h^"^ 


WO  n  alle  Zahlen   durchläuft,   deren  Primfaktoreu  sämtlich  <  x  sind. 
Nun  ist 

l^n)         -^  xj»^    ,    '^'  X.Jß) 


rt  =  .T  +  1 

folglich 

ni         _  ^xj^  _  ^ '  xjj^) 

p^x       i  ■^z  -•  '  „  =  i  n=x+l 

\  p' 


n  \i.-^^M 


7.,iP} 
r        \  —     ^ 

P' 

Dieser  Satz  lehrt  u.  a.,  daß  für  s  >  1 

L,{s)  +  0 
ist.     Das  ist  nur  für  /.  =  1   trivial. 
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leli    bemerke    ausdrücklich,    daß    auch    für    Reihen    zweiter    und 
dritter  Art  die  Konvergenz  des  Produktes 
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hier  nur  für  s  >  1   behauptet   und    bewiesen   ist.     Für  s  =  1    läßt  sie 
sich  noch  beweisen^);  ob  sie  für  irgend  ein  6' <  1  vorhanden  ist,  läßt 
sich  beim  heutigen  Stande  der  Wissenschaft  nicht  in  Bezug  auf  einen 
einzigen  Wert  von  h  sagen. 
Satz:  Für  5  >  1   ist 

Beweis:  Die  Doppelreihe  im  Exponenten  ist  jedenfalls   wegen 

i^  x.^ip"')         1     1 

für   5  >  1    absolut   konvergent.     Mit   Rücksicht   auf  die   für   |  m  |  <  1 
(wo  II  komplex  ist)  gültige  Identität 

00 

1  m  =  l 


1  —  U 


ist  also 


p     m  =  l 


=  I  I  e 


u-\ 


Wenn   man   die  Doppelreihe   im  Exponenten   als    Dirichletsche 


Reihe  anordnet,  ist 

iX^P^  _    ^H(n) 


1)  Vgl.  §  109. 
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WO 

m)  =  0, 

Ä(w)  =  0           sonst 

ist.     Aus 

00 

LÄs)  =  e-' 

folgt  für  s  >  l 

00 

H  =  1 

3C 

(»  =-2 


p,  m 

bei  willkürlicher  Anordnung  der  Glieder. 

l  sei  nun  eine  beliebige  zu  /r  teilerfremde  positive  Zahl;  das  Ziel 
dieses  ganzen  und  des  nächsten  Kapitels  ist,  nachzuweisen,  daß  in  der 
Reihe  ]:y  -{-  l  (y  =  0,  1,  •  •  •)  unendlich  viele  Primzahlen  enthalten  sind. 
Dabei  ist  es  keine  Einschränkung  der  Allgemeinheit, 

anzunehmen. 

h  werde  so  bestimmt,  daß 

bl=  1  (mod.Ä) 

ist,  und  es  werde  die  Gleichung  (1),  wo  s  >  1  angenommen  wird,  für 
jedes  x  mit  Xy.i'^)  niultipliziert;  alsdann  addiere  man  diese  h  Gleichun- 
gen.   Das  gibt 

2  ^--^^^  LAS)  =  -2^''-^^^2j  ^^W^ 

X  =  i  z  =  1  p,m 

(2)  --2";»-i'^^(^^")- 

p.iii  y.=  l 

Nun  ist  nach  Satz  4  des  §  100 


xM 
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dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  und  alsdann  =  li,  wenn 

n  ^^  1  (mod.  h) 
ist.     Also  ist  nach  (2)  für  s  >  1 

wo  j9  in  der  ersten  Summe  alle  etwa  vorhandenen  Primzahlen  durch- 
läuft, für  welche  ph  :^  1  (mod.  k)  ist,  d.  h.  welche  =  l  (mod.  /,)  sind, 
••  •,  in  der  mten  Summe  alle  etwa  vorhandenen  Primzahlen,  für  welche 
p^^h  ^  1  (mod.  li),  d.  h.  p'"-  =  l  (mod.  Je)  ist.  Ob  es  solche  Primzahlen 
gibt,  bleibt  vorläufig  dahingestellt.  Daß  die  erste  Summe  unendlich 
viele  Glieder  enthält,  ist  gerade  die  Behauptung,  zu  deren  Nachweis 
die  Grundformel  (3)  den  Schlüssel  liefert.  Ich  schreibe  (3)  mit  Rück- 
sicht   auf  .7^        ^7N  /-.N 

=  1 

kurz  so: 

das  bedeutet  eben,  daß  2h  ^^  ^^^  positiven  ganzen  Wertepaare  durch- 
laufen, für  welche  j)  Primzahl  und 

.  p^  ^^l  (mod.  li) 

Ehe  ich  diese  Formel  (4)  mit  Erfolg  verwerten  kann,  muß  ich 
weit  ausholen.  Es  handelt  sich  darum,  das  Material  zu  liefern,  um 
das  Verhalten  der  linken  Seite  von  (4)  für  zu  1  abnehmendes  s  zu 
übersehen. 

Im  §  104  werde  ich  beweisen,  daß  das  erste  Glied  der  linken 
Seite  von  (4),  nämlich 

L_  :^)  =  _  ^L(«) 

dabei  ins  Unendliche  wächst.  Im  §  105  werde  ich  zeigen,  daß  die  den 
Charakteren  dritter  Art  entsprechenden  Glieder  für  s  =  1  einen  end- 
lichen Grenzwert  haben.  Nach  den  Formeln  (5)  und  (6)  des  §  102 
ist  es  hierfür  hinreichend. 


(5)  y'4'+o 


^ 


CO 
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zu  zeiti'en.  Im  S  106  werde  ich  dasselbe  für  die  Reihen  beweisen,  die 
den  Charakteren  zweiter  Art  entsprechen.  Dieser  Nachweis  von  (5)  für 
reelle  Charaktere  ist  die  Hauptschwierigkeit  des  ganzen  Beweises  des 
Satzes  von  der  arithmetischen  Progression.  Mit  den  Resultaten  der 
§§  104—106  ist  festgestellt,  daß 

ist,  also  nacli  (4) 

lim  >    ;„[   =  +  oo. 

Da  nun 

Zj  p"" 

plll  ^, 

m  5  2 

eine  für  s>|  konvergente  Dirichletsche  Reihe  ist,  also  für  s=  1 
einen  endlichen  Grenzwert  besitzt,  steht  nunmehr  fest: 

lim  y'^'V  -  +  oo; 
das  beweist  aber,  daß  die  Reihe 

unendlich  viele  Glieder  enthält,  das  heißt: 

Es  gibt  unendlich  viele  Primzahlen  in  der  arithmetischen 
Progression  /ci/  -|-  l. 


Vierundzwanzigstes  Kapitel. 

Beweis  des  Satzes  vom  Vorliaudensein  uneiidlicli  vieler  Prim- 
zalilen  in  der  arithmetischen  Progression. 

§   104. 
Diskussion  von    ,    ,    ' 

/>,  (s) 

Nach  der  Identität  (1)  in  §  103  ist  für  s  >  1 
LM     Zj    p""  ' 


Jj  (s) 
%  104.    Diskussion  von  ~^^-  423 

LAs) 

wo  p  alle  nicht  in  /i  aufgehenden  Primzahlen  durchläuft.    Es  ist  also 
_  L[  (,y)  ^  _  'S'{s)  _  'STi  ]ogp 

L,  (s)       m    ^  p'"" 

P   *■ 

was  natürlich  auch  aus 


^•w-]7,J 


xAp) 


Ur- 


folgt.     Die  endliche  Summe 

^  log» 

P\k 

nähert  sich  für  s  =  1  dem  Grenzwert 

^  p-i' 

p  k 

—  jr^  wird  unendlich,  wie  wir  schon  aus  §  34  wissen:  daher  ist 

Es  ist  für  das  Folgende  erforderlich,  die  Tatsache  des  Unendlich- 
werdens  von  L^  (s)  für  s  =  1  noch  zu  verschärfen. 
Satz:  Es  ist  für  zu  1  abnehmendes  s 

lim  (5  —  1)  L^  (s)  =  -.  ■ 

s  =  1  '■" 

übrigens  würde  es   für  den  Beweis  des  Satzes  von   der  arithme- 
tischen Progression  o-enügen,  zu  konstatieren,  daß 

lim  sup  (s  —  l)L^(s) 
endlich  ist.  *"^ 
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Beweis:  Es  ist 

{s-l)LJs)^(s-l)^{s).]J[i-l), 

,.  k 
also 


lim  [s  -  1)  L,  (s)  =  lim  (s  -  1)  t{s)  •  lim  JT(i  -  |.) 


qp(A-) 

k 

h 
k  ' 


§  105. 
Das  Nichtverscliwinclen  der  komplexen  Reihen  für  .s  =  1 . 

Satz:  Für  jede  Reihe  dritter  Art  ist 

LAD  "2"'-- 

n  =  X 

+  0. 

Beweis:   Es  werde  die  dem  konjugierten  Charakter  entsprechende 
Reihe  mit  L-i^)  bezeichnet.     Wird 

XM  =  «(»)  +  iv{n), 

n  =  l 


gesetzt,  so  ist 


n  =  l 

X^,{n)  =  u{n)  —  iv{n), 

LM=U{s)-^iV{s), 

^.(^)=  U(ß)-iV(s). 

Da    U{s)    und    V(s)    im    Punkte   1    diöerentiierbar    sind,    so    ist, 
wie  sich  durch  Zusammensetzung  der  beiden  Gleichungen 

lim  "^ ^^i— ^  =  i7'(n 


und 


§  105.    Das  Niclitverschicinden  der  komplexen  Beihen  für  s  =  1.         425 


^  V  (w)  _  ^^vCn) 

Y^^^-i ^ —  =  r(i) 


.  =  1 
ergibt, 


s  =  l  *         1 

vorbanden,  ebenso 


6—1 

Gesetzt  nun,  es  sei 


dann  wäre 

die  beiden  Grenzwerte 
und 


wären  also  vorbanden. 
Das  Produkt 


ViX)  =  0, 

F(l)  =  0, 

L,a)  =  0; 


iini|:^  =  x;(i) 


lim|^^-^4  =  Z;:(l) 

*•  =  !  *         -^ 


L,(s)L,(s)---L,{s), 


in  welebem  jeder  Faktor  für  s  =  1  einen  Limes  bat,  enthielte  also 
mindestens  zwei  Faktoren,  deren  Quotient  durch  s  —  1  einen  Limes 
bat.     Also  existierte 

,.      L2(ß)  •  ■  ■  Lf,{s) 

Da  ferner  nacb  §  104 

lim(s-l)X,(s) 

5  =  1 

existiert,  so  wäre  wegen 

A(s)4(s)  . . .  L,is)  =  (s  -  1)  .  (s  -  l)L,is)  .  "^"f^^^- 

lim  L,  {s)L,  (.)...  L,(s)  =  0  •  lim  (s  -  1)  A  (..)  ■  lim  ^^^f^^-^ 
=  0. 
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Nun    ist    aber    nach    dem    zweiten    Satz    des    §  103    für    ,s-  >  1    und 
x  =  l,  ■  ■,  h 


also  für  s  >  1 


AS)  =  r' 


h 


L,(s)...L,{s)=/JLJs) 

x  =  l 

=  e  ■ 

folglich  ist,  da  die  innere  Summe  dann  und  nur  dann  von  Null  ver- 
schieden, und  zwar  =  Ji   ist,  wenn 

p'"  :^  l(mod.  Ä;) 
ist,  das  Produkt 

(1)  L,{s)...L,Xs)^e^"^   ' 

kann  also  nicht  für  5  =  1   den  Limes  Null  haben. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Die  bei  dieser  Gelegenheit  bewiesene  Identität  (1),  die  übrigens 
mit  dem  Spezialfall  /  =  1  der  Identität  (4)  aus  §  103  völlig  gleichwertig 
ist,  zeigt,  da  im  Exponenten  rechts  jedes  Glied  mit  abnehmendem  s 
zunimmt,  daß  in  Wahrheit  entweder 

lim L^{s)  •  •  •  L,Xs)  =  +  c» 
»  =  i 

ist,  oder  daß  ein  endlicher,  positiver  Grenzwert 

lim  L^is)  ■  ■  •  L,Xs) 

vorhanden  ist. 

>i  10(1 

Das  Nichtverschwinden  der  reellen  Reihen  für  .s  =  1. 

Für  Reihen  zweiter  Art  folgt  aus  der  zuletzt  hervorgehobenen 
Tatsache  gar  nichts;  denn  im   Falle 

4(1)  =  0 
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bei  einer  Reihe  zweiter  Art  hat  man  keine  andere  Reihe,  deren  Ver- 
schwinden daraus  folgen  würde,  und  aus  der  Existenz  von 

lim4(s)Z.,(s)  •  •  •  L,is)  =  WmCs  -  l)L,(s)^'^^^^~'^ 

folgt  kein  Widerspruch;  es  ergibt  sich  bloß,  daß  von  der  Alternative 
am  Schluß  des  §  105  der  zweite  Fall  eintreten  würde. 

Ich  werde  nunmehr  zwei  bis  zu  einer  gewissen  Stelle  gemein- 
sam verlaufende  Beweisanordnunsjen  für  den  Satz  angeben: 

Satz:  Wenn  ;^(«)  ein  reeller,  vom  Hauptcharakter  ver- 
schiedener Charakter  ist,  ist 

^m4    n 

n  =  l 

+  0. 

Beweise:  Es  wird  nur  benutzt,  daß  x(ti)  eine  zahientheoretische 
Funktion  ist,  welche  folgende  4  Bedingungen  erfüllt: 

1.  Wenn  n  zu  A;  teilerfremd  ist,  ist 

X{n)  =  ±l. 

2.  Wenn  n  mit  /,'  einen  gemeinsamen  Teiler  hat,  ist 

X{n)  =0. 

3.  Es  ist 

X(nn')  =  x(:n)x{n'). 

4.  Es  ist 

wenn  n  ein  vollständiges  Restsystem   modulo  /r  durchläuft 
Aus  1.  und  3.  folgt 

z(l)  =  l- 

Es  werde  nun  zur  Abkürzung  die  von  ;^(w)  abhängige  zahlen- 
theoretische Funktion 

d  I  n 

mit  f(n)  bezeichnet.     Wenn  n  und  >/  teilerfremd  sind,  ist  offenbar 

f{nn)  =  f{n)f(n). 

Denn  alle  Teiler  von  »//  entstehen,  indem  unabhängig  je  ein  Teiler 
d  und  d'  von  7i  und  n'  miteinander  multipliziert  werden,  so  daß  also 
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d   n 

d'    n' 

d    H 

<!'    «' 

d    n             d'    n' 

ist. 

=  f\n)f[n') 

Also  ist  für 

n=p^...plo, 

^^  Pi)'''}Po  ^i^   verschiedenen  in    )i    aufgehenden   Primzahlen    sind 
(die  Primzahl  2  bei  geradem  n  mit  dazu  gerechnet), 

Ein  solcher  Faktor  f(p^)  läßt  sich  leicht  nach  der  Definition  von 
f(n)  explizit  darstellen.     Es  ist  nach  Definition  zunächst 

f(p')  -  x{^)  +  xip)  +  ■  ■  ■  +  xip')- 

1)  Wenn  nun  x{p)  =  1  ist,  ist 

f(p^-)  =  1  +  1  +  .  .  .  +  1 
==  A  +  1. 

2)  Wenn  x{p)  =  "~  ^  ^^t,  ist 

/•(#)  =  1  _  1  +  1  -  1  +  .  .  .  +  i-  1)^ 

f(p')  =  1  für  gerades  A, 
f{p'')  =  0  für  ungerades  A. 

3)  AVenn  ;(li>)  =  0  ist,  ist 

fip^-)  =  1  +  0  +  •  •  •  +  0 

=  1. 

Daraus  folgt,  daß  in  allen  Fällen 

also  nach  (1)  in  allen  Fällen 

(2)  f{n)  >  0 

ist.     Zugleich  ergibt  sich,  daß  für  alle  quadratischen  n 

(3)  f(n)^l 

ist;  denn  dann  ist  ja  jedes  A   gerade,   so   daß    für   kein  j^'  der  zweite 
Unterfall  von  2 )  eintreten  kann,  in  welchem  allt-in  f(  p')  verschwindet. 
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Andererseits  folgt  aus  der  Eigenschaft  4.  von  yX^),  daß 

X 


für  jedes  x  der  Ungleichung 
(4)  \Six)\£k 

genügt  ^^.     Daher  ist  für  ganze  x  ^  1 


S{n)  —  S{n  —  1) 


n  =  X 

.t^     n      =-     jiLJ  \n        n  +  lj  ~  X 


(5) 


n  =  x 
X 


Von  hier  au  schlage  ich  zwei  verschiedene  Wege  ein,   die  beide 
zum  Ziel  führen. 

I.  Aus  (4)  folgt  für  ganze  x'^1 


2 

n  =  l 


nxin)  =  ^n{S(.n)  -  Sin  -  D) 
«  =  1 

X-  1 

=  ^S(fi) {n  -  {n  -\-l))  -\-  X  S{x) 
?i=  1 

x-l 

=  —  ^  S{n)  +  xS(x), 


^ni{n)\  ^  ^li  +  ki 


(6) 


<  2]^x. 

Es  werde  aus  /"(n)  eine  neue   zahlentheoretische ^)  Funktion  g(ii) 
durch  die  Gleichung  definiert: 

n 

y{^)  =  22{n  ~  v)f{y) 

r  =  1 

=  2{n-l)f{l)  +  2{n  -  2)f(2)  +  •  •  •  +  2(f^  -  n)f{n). 


1)  Natürlich  ist  sogai* 

2)  Es  ist  unnötig,  grn)  für  nicht  ganze  n  zu  betrachten. 
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Es   ist  nach  {'2)  und  (3) 


9(:n)>^'2{n  —  q- 
2  =  1 

' )  •  1 

VI 

9  =  1 

1) 

='{yf]' 

also  von  einer  gewissen  Stelle  an 
(1)  (/{in  >  \nyn. 

Andererseits  ist  für  alle  ;?  >  1 


g{n)=y2{u-v)^xi^^) 


y2{n-v)^' 

1  =1  d,  ) 

=  V2(«_cf/);K(r/), 

crf  <  n 


WO  c,  d  alle  Paare  positiver  ganzer   Zahlen   durchlaufen,    deren  Pro- 
dukt <  n    ist.     Diese   Paare    zähle   ich   folgendermaßen   ab.      Erstens 

durchlaufe  c  die  Werte  1,  2,  ■  •  ■,  [»^]  und  d  für  jedes  c  die  Werte 

1,  2,  •••,  5    zweitens    sei    d=\,   2,   ■•■,    [w^j    und    entsprechend 

.c=l,  2,  ■••,  ,  ;  drittens  sind  die  —  bisher  doppelt  berück- 
sichtigten —  Paare  in  Abrechnung  zu  bringen,  für  welche  zugleich 
c  <C  [w']  und  r/<[yr']  ist.     Hierdurch  ergibt  sich 

/y00=^i  +  ^;-J^3, 

wo 

1      » 
7      - 


x-2  :i'K'>i-cd)i{d), 

C=  1    (i=l 
•)         n 


rf  =  1   c  =  1 
c=l    rf=l 

ist. 


§  106.    Das  Nichtverschicinden  der  reellen  Heilten  für  s  =  l.  431 

Unter  Benutzung  von  (4)  und  (6)  erhält  man 

\    /  n  n 

n     IC  c 

1 


c=l 

4 


Ferner  ist 


n 


also,  wenn 


d  =  l  c  =  1 

2 

=J.w(2»G]-4:T-4:])' 

0^&  =  &(n,d)  <  1 


gesetzt  wird,  wo 
ist, 


d  =  l 

2  09 

n^  n^  n^ 

rf  =  l  rf=l  rf-1 

"5" 


d  =  n''  +1 
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also  nach  (5) 


=  1)1-  -\-U-rA 
Endlich  ist  nach  (4)  und  (6) 

!  2  1  J? 

S  3  ^^7V         ^jt 


c-  =  l      rf  =  l 


>  2m[w^]  (-ä-)  -  2 .  i([«*]'  +  [«4  )  2/.-  [,^] 
Also  ergibt  sich  für  alle  «  ^  1 

r/(>0  =-S  +  -S  —  -S 

=  iw2+  16 /.-wS 
dies  liefert  in  Verbindung  mit  (7),  daß  für  alle  hinreichend  großen  n 

^n\/7t<L)r  +  lG]cn\ 

\J  <lJ  -\-  16A- 
ist.     Das  ist  aber  im  Falle 

i  =  0 
unmöglich,  da  für  alle  n  ^  32*' ä;® 

iw*^16/.- 
ist.     Also  ist  r  _i_  n 

was  zu  beweisen  war. 

Übrigens  ergibt  sich  gleichzeitig  sogar 

aber  das  ist  nunmehr  nichts  Neues;  denn  für  s  >  1   ist 

L{s)  =  TJ     --^.  V 
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so  daß  von  Tornherein  aus  Stetigkeitsgründen  nur  die  Fälle 

L  =  0 
und 

i>0 

denkbar  gewesen  wären. 

II.  Die  zweite  Beweisanordnung  geht  von   (5)  ab  so  Aveiter.     Es 

sei  X  stetig  veränderlich.     Nach  (4)  ist 


«  =  i 
nach  (5) 

n  =  x 

außerdem  ist,  da 

für  s  >  0  konvergiert, 

?i  =  1   ' 

l/w  ^ 


-^      Vy«    y^  +  i/      yw 

?i  =  .r 


11  =  X 

1 


\yx 

Ferner  ist  nach  der  allgemeinen  Betrachtung  von  §  27 
WO  B  eine  Konstante  ist^\ 


1)  Dies  folgt  auch  unmittelbar  aus 


y,!  —  Yn  —  l=yn(l  —  (l  —  —Yj 


2yn 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  28 
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loli  betrachte 
Funktion 

nun  (an  Stel 

le  des  <j()i)  des  vorigen 

X 

Beweises) 

die 

G(x)  ^ 

VI  A") 

Einerseits  ist 

wegen  (2)  und  (3) 

GOO: 

y.r 

-ffi  1  ■'- 

,,  1 

also 

\imG{x) 

X  =  <x. 

7-1 

Andererseits 

ist 

X 

• 

' 

G(x) 

« =  1  '     rf  ]  rt 

crfga:   ' 

X  X 

^  \ü    ^  yd    ^  yd  ^  v  c 

=  0(j|-  fj)  +  2Vi^  m  +  B  .  0(1)  +  0  (-L  ^) 

=  2Lyx  +  0(1). 
Dalier  ist 

lim(2Zl/:f+  0(1;)  =  oc 
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was  mit  r  _  n 

unverträglich  wäre. 

Damit  ist,  wie  schon  am  Schlüsse  des  §  103  ausgeführt  worden 
ist,  der  Satz  von  der  arithmetischen  Progression  bewiesen,  und  sogar 
etwas  mehr,  nämlich 

lim  "V  ^«/-  =  -I-  oü, 

also  die  Divergenz  von 

^     P 

p-i 

Dies  ist  etwas   mehr;   denn   mit   dem  Vorhandensein   unendlich  vieler 
Primzahlen  in  der  Progression  wäre  es  verträglich,  daß 

^     p 

P-^i 

konvergiert. 


Fünfundzwanzigstes  Kapitel. 
Znsätze  und  Folgerungen. 


§  107. 
Darstellung  von  X/(l)  in  geschlossener  Form. 

Es  ist  nicht  uninteressant  festzustellen,  daß  für  jeden   Charakter 
zweiter  oder  dritter  Art  die  Zahl 

00 

«  =  i 

sich  in  s;eschlossener  Form  darstellen  läßt,  d.  h.  aus  klassischen  Kon- 
stauten  und  elementaren  Funktionen  in  endlicher  Kombination;  allerdings 
läßt  sich  diesem  Ausdruck  nicht  einmal  das  Nichtverschwinden  ansehen. 
Es  ist  nach  dem  Ab  eischen  Stetigkeitssatze  über  Potenzreihen ^) 
für  zu   1   wachsendes  x 


1)  „Wenn  ^  «^,  konvergiert,  so  ist  für  zu  1  wachsendes  x 

n  =  0 

00  00 

lim  ^  (■(„  a;"  =^  a„." 

a;  =  1  ft  =  0  11  =  0 
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n  =  t  /i  =  1 

.T        ^ 

=  lim  J  ^;k(!*0""~^''" 

.r  =  1  0    H  =  1 

U      H  :=  1 
1         k 

0    /  =  1       '„,  =  0 

0    /  =  i  i  — «■ 

1    i- 

=  /    - ,  -    du: 

J         1  —  w* 
ü 

dies  Integral  einer  rationalen  Funktion  mit  Einheitsvrurzelu  als  Koef- 
fizienten liefert  natürlich  einen  Ausdruck  der  behaupteten  Art;  es  hat 
für  uns  kein  Interesse,  denselben  aufzuschreiben. 

§  108. 

Elementarer  Beweis  des  Satzes  von  der  arithmetischen 
Progression  für  /  =  1   und  /  =  /,•—  1. 

Für  /  =  1  und  1  =  1  —  1,  d.  h.  bei  jedem  /.•  für   die  Progressionen 

l,y  +  1 
und 

/.•//'+ (/,--li  =  /,//-  1 

läßt  sich  das  Vurliandensein  unendlich  vieler  l'rimzahlen  ohne  die 
Dirichletsche  Methode  der  unendlichen  Reihen  nachweisen. 

Es  müssen  zunächst  der  Erledigung  des  Falles  l  =  1   einige  ganz 
einfache  Hilfsbetrachtungen  über  die  Wurzeln  der  Gleichung 

:&=  1 

vorangeschickt  werden.     In  diesem  analytischen  Werk  mag  ruhig  mit 

den   Wurzelu 

lim 

X  =  e   X  (;.  =  (),  1,  •••,/.•-  1) 
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operiert  werden;  anderwärts  wäre  es  von  Interesse,  das  Transzendente 
vom  Algebraischen  zu  trennen.  Jede  dieser  Wurzeln  ist  so  beschaf- 
fen, daß  unter  ihren  Potenzen 


^3 


zuerst  die  nie  den  Wert  1  hat,  wo  1  ^n  ^k  ist;  dies  n  ist  die 
kleinste  positive  Zahl,  für  welche 

klnl, 
d.  h. 

k     \        l 

also 

k 

ist;  daher  ist 

k 

und  jedenfalls 

n  I  li. 

Natürlich  ist  umgekehrt  für  n  \  /r  jede  nie  Einheitswurzel  auch  eine 
/.'te  Einheitswurzel.  Im  Falle  X  =  1  (und  überhaupt  für  (/>•,  l)  =  1) 
ist  w  =  Ä:;    d.  h.  mindestens  eine  Wurzel  von 

x''  =  1 

gehört  zum  Exponenten  k.  Wenn  zum  Exponenten  n  die  Wurzeln 
^17  ■  ■  ■'  ^v  gehören  und 

{x-t,)---(x-  ^„)  =  F^{x) 
gesetzt  wird,  ist  offenbar 

I,  :  k 

also 

x'-\^F,{x)G,{x\ 
wo 

G,{x)  =nF,.ix) 

u    k 
n<k 

gesetzt  ist.  Die  ganze  Funktion  ersten  oder  höheren  Grades^)  -^a:(*') 
hat  ganze  rationale  Koeffizienten,  z.  B.  weil  G^ix)  das  kleinste  ge- 
meinsame  Vielfache   mit  höchstem   Koeffizienten   1    aller    Funktionen 

X''—  1 
für  n\k,  n  <ik  ist. 


1)  Natürlicli  hat  sie  den  Grad  qp  (/."). 
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Wenn  x  eine  ganze  Zahl    uiul   weder  -f  1   iiocli   —  1   ist,   so  siiul 

wegen  t^  /  \  ,-,  /  \   ,   r\ 

l,{x)  G,{x)  +  0 

F^ix)  und   G^.(x)  (janze,  von  Null  verschiedene  Zahlen. 

Hilfssatz  1:  Wenn  n   l;  n  <k  (ß.  li.  »  ein  echter  Teiler  von  k) 

ist    und   X    eine  von    ^  1    vei'schiedene   ganze   Zahl   ist,   geht 

/— 1 
ieder  gemeinsame  Teiler  der  beiden   Zahlen     ,,      ,    und  .r"  — 1 

m  /.   aui. 

Beweis:   Wird 


gesetzt,  so  ist 


'  -  .1 

n 

X"  —  l  =  11 

x''-  1         (y  +  1)"  - 

-  1 

also 


=  d  (raod.  y  =  x"  —  1), 


(^'^^,  X"  -  l)  ]  /.-. 


Hilfssatz  2:  Wenn  x  eine  ganze,  von  +  1  und  —  1  ver- 
schiedene Zahl  ist,  so  geht  jeder  gemeinsame  Primfaktor 
von  Ff.(x)  und  Gf.{x)  in  Ic  auf. 

Beweis:  Aus 

p   G,(x)^nFJa^ 

„<k 

folgt  für  mindestens  einen  echten  Teiler  n  von  Je 


also 

Andererseits  folgt  aus 

wegen 

daß 


2-)\x"—  1. 
p\F,{x) 


p 


x"  —  1 
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ist;  nach  dem  Hilfssatz  1  ist  also 

P  I  ^^^ 

womit  der  Hilfssatz  2  bewiesen  ist. 
Nunmehr  ergibt  sich  folgender 
Beweis  des  Satzes  von  der  arithmetischen  Progression  für  ?  =  1 : 

Es  sei  -j       ^ 

gegeben.  Aus  dem  Hilfssatz  2  folgt,  daß  für  jedes  durch  /,•  teilbare 
positive  X 

(F.ix),  G,ix))  =  1 
ist;  denn  wegen 

=  -  1  (mod.  /.•) 

enthält  gewiß  weder  Ff.{x)  noch  Gf.(x)  einen  in  k  aufgehenden  Prim- 
faktor.    X  werde  nun   als  ein  solches  Multiplum  von  /.•  gewählt,   daß 

zugleich  T-i  /   N    ,    1 

F,{x)  +  1 

und 

F,{x)  +  -  1 

ist;  das  ist  möglich,  da  jede  der  beiden  Gleichungen 
und 

überhaupt  nur  endlich  viele  Wurzeln  hat.  Alsdann  enthält  F/.(x) 
mindestens  einen  Primfaktor  p-^  dieser  teilt  6rj(2)  nicht.  D.  h.  für 
jeden  echten  Teiler  n  von  h  ist 

;^«_  1  ^  0  (mod.j^;). 

X  gehört  also  modulo  })  ^-um  Exponenten  /.-.    Nach  dem  Fermatschen 

Satz  ist  daher  ,  ,  . 

Jc\p-1, 

p  ^^  1  (mod.  Ji). 

Die  Progression  Jcy  +  1  enthält  also  bei  jedem  gegebenen  7c  min- 
destens eine  Primzahl  p.     Wendet  man  dies  auf  die  Progression 

an,  so  enthält  diese  eine  Primzahl  jj',  welche  eo  ipso  von  p)  verschie- 
den und  auch  ^^  1  (mod./.)  ist.     Nunmehr  liefert 

//y '  +  1  =  pp'ky"  +  1        (//'  =  i//0 


<r 
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eine  neue  J'riin/alil  1  (iikuI. /•)  und  so  fort.  Daliei-  gibt  es  iineud- 
licb  viele  Prinizahleu 

/.//+  1. 

Dem  elementareu  Beweise  des  Satzes  von  der  arithmetischen  Pro- 
crression  für  ?  =  /■  —  1  mTti'en  auch  mehrere  Hilfssätze  voraageschickt 
werden. 

Hilfssatz  3:  Es  sei 

0{x)  =  Cf,x"  H +  c„ 

eine  ganze  ganzzahlige  Funktion.     Es  möge  die  Gleichung 

^  (.-/■)  =  0 

mindestens  eine  reelle  Wurzel  von  ungerader  Vielfachheit 
haben.     Dann  hat  die  Form   0  unendlich  viele  Primteiler 

4i/-l, 

d.  h.  für  unendlich  viele  Primzahlen 

p  =  —  1  (mod.  4) 
hat  die  Kongruenz 

0(a")  =  0  (mod.p) 

eine  ganzzahlige  Lösung. 

Beweis:  Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  darf       * 

c-o  >  0 

angenommen  werden.  Nach  Voraussetzung  ist  0[x)  für  reelle  x  ne- 
gativer Werte  fähig,  also  auch  für  rationale  x.  Es  gibt  daher  ein  Paar 
ganzer  Zahlen  >*,  li,  wo 

R>0 
ist,  derart,  daß 

*U)<o 

ist,  also 

P^"^{j^)  =  Cor"  +  cj{7-»-'  -{•••  +  c„R" 
<0. 
Die  ganze  ganzzahlige  Funktion  von  x 

W(x)  =  Cf,x"  +  q  lix"-^  H h  c,^R" 

» 

ist  also  für  x  =  r  negativ: 

-'F(r)  <  0. 
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Wir  füliren  noch  die  Funktion  von  x 


_  w{-Wyr)x  +  r) 
^W-  -W{r) 

=  H,X''^Il,X''-'  +  ■■■-{-  H^ 
ein,    deren  Koeffizienten    ganze    rationale   Zahlen    sind    und    den  Be- 
dingungen  ^^  =  ,^(_  ,^(,)).-. 

genügen. 

Jeder  Primteiler  der  Form  H  ist  auch  ein  Primteiler   der  Form 
W  (natürlich  nicht  notwendig  für  dasselbe  x).     Denn 

liefert  ^  ^(^' 

p  —  H(x)  W{r)  =  W(-  W{7-)x  +  r). 

Andererseits  folgt  aus 

■^(xR)  =  C(,{xRy'  +  c^B(xK)"-^  H +  c„R" 

=  R"(c^x''  +  c,x"-'-\----  +  c,^) 
=^  R"^{x), 

daß  jeder  in  R  nicht  aufgehende  Primteiler  der  Form  W  auch  Primteiler 
der  Form  0  ist.     Denn  aus 

W{x^)  =  0(mod.p), 

.  iP,  ^)  =  1 
folgt,  da  X.2  gemäß 

x^R  ^  x^  (mod.^) 
bestimmbar  ist, 

W{x^R)=0{mo&.p), 

R"^{x^)  =  (){wLodi.p), 

0{x^  =  O(mod.^). 

Daher  sind  alle  Primteiler  der  Form  H,  welche  nicht  in  Fi  auf- 
gehen, Primteiler  der  Form   0. 

Nun  ist  für  jedes  ganzzahlige  T  >  0 

^(4r)  =  ^,Xmod.4r) 
=  -  l(mod.4T), 

also  II{AlT)  durch  eine  Primzahl  4//— 1  teilbar,  da  jede  Zahl  4;>/  — 1 
mindestens  eine  solche  Primzahl  enthält.  Die  Form  H  enthält  also 
unendlich  viele  Primteiler  4(/ —  1;  denn,  wenn  die  Existenz  von 

Ih,  •••,Po 
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schon  feststellt,  nehme  man  T  durch  diese  q  Primzahlen  teilbar  au: 
dann  enthält   H{AT)  gewiß  einen  neuen  Primfaktor  4//—  1. 

Da  nun  nach  dem  Obigen  alle  Primteiler  der  Form  //  l)is  auf 
endlich  viele  auch  Primteiler  der  Form  0  sind,  gibt  es  unendlich  viele 
Primteiler  Aij  —  \   der  Form   0,  und  der  Hilfssatz  3  ist  bewiesen. 

Es  mögen  nun  für  jedes  positive  ganzzahlige  m  zwei  ganze 
gauzzahlige  Funktionen    U„X^)  und    V^{x)  durch  die  (Gleichung 

erklärt  werden,  so  daß 

ist.     Dann  gelten  folgende  Sätze. 

Hilfssatz  4:  Wenn  ;«  ,  5  ist,  ist  jeder  Primteiler  der  Form 
F„,  ein  Primteiler  der  Form    V ,  und  zwar  für  dasselbe  ;/'. 

Beweis:   Es  ist,  wenn 

m 

gesetzt  wird, 

also 

folglich   die   Funktion   V./x)   durch   die   Funktion   F„,(^')    teilbar   und 
für  jedes  x  die  Zahl   V,^{x)  ein  Multiplum  der  Zahl   F„,(ic). 
Hilfssatz  5:    AVenn  eine  Primzahl 

;)  ^  —  1  (mod.  4) 

ist,  so  kann  sie  nicht  für  dasselbe  x  in  l\,Xx)  wnd  V^iX^')  auf- 
gehen. 


Beweis:    Aus 


würde  folgen: 


px'-hi, 
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was  mit 

j9  =  —  1  (mod.  4) 
unverträglich  ist. 

Hilfssatz  6:    Wenn  eine  Primzahl 
^)  =  —  1  (mod.  4) 

so    beschaffen    ist,    daß    sie    für    dasselbe   x    in    V„(-'')    und    in 

VM  .  .  .  . 

T^  -  .   aufgeht,  Avo  n  ein  echter  Teiler  von  l-  ist,   so  ist 

Beweis :   \S  enu 

n 
gesetzt  wird,  ist  nach  dem  Obigen 

Aus  den  Voraussetzungen 
und 

folgt  also 

2y:d{U„{x)y-\ 

Nach  dem  Hilfssatz  5  ist  wegen  der  Annahme 

^  =  —  1  (mod.  4) 

UJx)  ^  O(mod.p), 
also 

p  d, 

p  l: 

Hilfssatz  7:    Es  sei  die  Primzahl 

l)  ^:  —  1  (mod.  4) . 

Dann  ist  für  jedes  x 

^'^p  +  ii^)  =  0(mod.p). 
Beweis:    Es  ist 

(cc^if  +  ^-(x-i)i'  +  ^ 


^.  +  x(^-)  = 


(n>-rt>-^+----rrh 
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also,  da  alle  dazwischenliegenden  Binomialkoeffizienten  durch  p  teil- 
bar sind,  ,      I   .V  /     1   IV 

=  {p  -\-  \.)xf  —  (p  4-  1)^      (mod.^) 
=  X''  —  X  (niod.j;) 

^0  ( mod.  p). 

Hilfssatz  8:    Es  sei  die  Primzahl 

;)  =  —  1  (mod.  4) 

so  beschaffen,  daß  sie  für  ein  bestimmtes  .r  zwar  in  Vf.(x) 
aufgeht,  aber  in  jedem  T'„(jc'j,  wo  n  irgend  ein  echter  Teiler 
von  /.•  ist,  nicht  aufgeht.     Dann  ist 

2)  ^  —  1  (mod.  Ä;). 
Beweis:    Es   werde 

(p  +  1,  k)  =  n 
gesetzt.     Dann  ist 

n    1: . 

Zwei  positive  ganze  Zahlen  n  und  v  sind  so  bestimmbar,  daß 

n(  p  +  Ij  —  vh  =  n, 
d.  h. 

n  4-  vi:  =  uip  +  1) 
ist.     Nun  ist 

iJJjx)  +  iV^{xj){U,j,(:x)  +  iV^,{X))  =  {x  +  iy(x  +  ij"' 

=  (x  +  i)""^'* 
=  (x  +  i)«0'  +  i) 

also 

(1)  U„(^)  n,(-0  +  V^x)  U,,{x)  =  V„,^^,,(x). 

Nach  dem  Hilfssatz  7  ist 

nach  dem  Hilfssatz  4  infolgedessen 

Wegen  der  Voraussetzung 

ist  nach  Hilfssatz  4 

P  I  Vr,(^), 
nach  Hilfssatz  o 

U^t(x)  ^  O(mod.j)). 


§  1Ü8.  Elementarer  Beweis  des  Satzes  von  der  arithmetischen  Reihe  für  Jcy  +  1.     445 


Aus  (1)  folgt  daher 

Da  dies   nach  Voraussetzung   für    keinen    echten  Teiler   n   von    /,•    zu- 
treffen soll,  ist 

n  =  /.', 

(p  +  l,^)  =  Ä-, 

/.i^  +  l, 

J9  =  —  1  (niod.//), 
wie  behauptet. 

Daraus  ergibt  sich  folgender 

Beweis  des  Satzes  von  der  arithmetischen  Progression  für 
Z  =  /i'  — 1:  Es  bezeichne  Tr^.(>r)  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
der  Funktionen  F„(ä;)  für  alle  echten  Teiler  n  von  l;  der  Eindeutig- 
keit wegen  dasjenige  mit  ganzzahligen  teilerfremden  Koeffizienten, 
von  denen  der  höchste  positiv  ist.     Es  werde  die  ganze  Funktion 

betrachtet,   wo   die   von  0  verschiedene  Konstante  c  so    bestimmt   ist. 
daß    0(x)  gauzzahlige  Koeffizienten  hat.     Die  Gleichung 

besagt 

(x  +  «■)'"  —  {x  —  i)'"  =  0, 

Daher  hat  die  Gleichung 

0{x)  =  0 

zu  Wurzeln  diejenigen  x,  welche  durch 

X  4"  i 


=  Q, 


.•^+i 


bei  primitiver  A;ter  Einheits würzet  q  bestimmt  sind;  sie  hat  daher 
mindestens  eine  reelle  einfache  Wurzel  (sogar  nur  solche)  ^\  Nach 
dem  Hilfssatz  3  hat  also  die  Form   $  unendlich  viele  Primteiler 

p  =  —  1  (mod.  4) . 


1)  Die  genaue  Anzahl  ist  qo  (/.•)■ 
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Diese  sind,  wenn  u  irgend  einen  echten  Teiler  von  h  bezeichnet,  wegen 
bis  auf   endlich    viele    auch  Teiler    der   Form      *  für  dasselbe  a;.  Nach 

'  n 

dem  Hilfssatz  (>  können  nur  endlich  viele  dieser  Primzahlen  für  das- 
selbe ./•  in  T'„ü)  aufgehen.  Die  Form  V^.  besitzt  also  unendlich  viele 
l'rimteiler  ^^  —  \  (mod.  4),  die  für  dasselbe  x  in  keinem  F,(^)  auf- 
gehen.    Diese   Primzahlen  j>  genügen   nach    Hilfssatz   >*   sämtlich  der 

Kongruenz  .  .       .  ,. 

"^  ^7  =  —  1  (mod.^). 

Daher  gibt  es  unendlich  viele  Primzahlen 

Offenbar  liefern  diese  elementaren  Methoden  zwar  das  Vorhanden- 
sein von  unendlich  vielen  Primzahlen  Inj  +  1  und  /.  //  —  1,  aber  nicht 
die  im  vorigen  Kapitel  bewiesene  Divergenz  von 

^    p 

p=:l  (mod.  k) 

und 


2 


p 

■  1  (mod.  k) 


§  109. 
Über  die  Reihe  ^^^• 
/' 

Satz:   Für  jeden  vom  Hauptcharakter  verschiedenen  Cha- 
rakter niodulo  /.'  konvergiert  die  Reihe 

j' 
Mau    mujj    sich    vor    folgender    Begi-ündung    hüten,    auf   welche 
mancher  Autor  hereingefallen  ist  und  die  im  Falle  ihrer  Berechtigung 
die  ganze  Primzahltheorie  in  wenige  Schlüsse  zusammenziehen  würde. 
Für  s  >  1  ist  das  zugehörige 

Lis)  =  /'"' 


y/{p)_^_  y  y 

=  e 


'/(p"') 

...  j.m  9 


§  109.    Über  die  Reihe  ^^M.                                      ^^-j 
p     ^ 

also  sei  wegen  der  Existenz  von 

Hm  yy^^<;u  yy^'Q 

m=  2       p  ni  =  2       p 

lind  wegen 

konvergent.     In  Wahrheit  darf  man  natürlich  nur   schließen:    Es   ist 

s 

lim    >       ,,,,  =  lim  /    -r-^du 


vorhanden^  also  der  Grenzwert 

lim  y"'-'? 
vorhanden  und,  falls 

li0liver;2:iert,  diese  Summe  gleich  jenem  Grenzwert. 
Beweis:  Es  ist  für  s  >  1 

.^        ?^*  ^        p"'*       ^  n*   ' 

r!  =1  p,  (//  71  =  1 

d.  h.  nach   dem  Eindeutigkeitssatz*)    (wie   auch    ohne  Einführung   der 
Dirichlet sehen  Reihen  direkt  verifiziert  werden  kann) 

X 

;(  =  1  p'"  n^x 

X 

p'" 

ptn  ^^  71  =  1 


1)  Er   war   für  Reihen   mit  reellen  Koeffizienten   in  §  35   bewiesen   und  gilt 
infolgedessen  auch  für  Reiben  mit  komj^lexen  Koeffizienten. 
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also   wegen 

v  =  l 

p"'  i  X  p'"  g  X 


n  =  l 


P 
p"<  i  .<■ 

i'olulich  wegen 

il;{x)  =  0{x) 


Nun  ist 

also  folgt 

Wegen 
ist  daher 


n  =  \  p'"  ^  X 

/)  s  X  p'"  ^  x 

=  £2"^^"^  +  0(1). 

7'  =  ^ 
X 

n  =  l 

yj  Sx 


[x(p)'^ogp 

P'SX 


^^™  -  0(1); 

p'^x 

folglich  ist  nach  dem  allgemeinen  Reiheusatz  im  §  30 

^  p 

konvergent  und  natürlich  genauer 

yi^p)^yi^p)^o{>  \. 

jL^    P         ^m    P  Vlog.r/ 

Inshesondere  kouA-ergiert  also  die  Reihe  (A'  =  4) 

—     l-Ll   —   .l    —     lj-l-l-l—    ... 
:t      I      .T  7  11   ^^   13     I      17 


§  110.     über  die  Summen  y^^^ l'  ?„id^l. 
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p  ^  X  p^x 


Jetzt  darf  man  weiterschließeu: 


also  wesren 


jiU  ^Lmi  mp'"-  ^_  j  ^  I  ^  I  tup"'" 

p     »1  =  S  Hl.  =  2      /j 

j^  ^Lmi  mp  ,  ^  ]_  ^mi  nip    -  ' 

Ji      »I  =  1  p,  m 


22' 


'/Af")  V/(p'") 


m  p"'  •^"  »i/j" 

e  =  lim  e 


==  liniZ(s") 

s  =  l 

■p 

p 

wie  schon  in  §  103  angekündigt  war. 
Insbesondere  (/.■  =  4)  ist  also 

_i      _i 1  1  =  1  _  1   I    i  _  i 

l4--l— -1  +  -14-^         '■  "■  3"T-5  7 


§  110. 
über  die  Summen  y^  — -—  und  >^—  ■ 

I'  =  dP  i*  S  dP 

Wir  fanden  im  vorigen  Paragraphen  für  jeden  Nicht-Hauptcharakter 
•vr-iv  (p)  log« 

^i^p^^±  =  0(1). 

p  ^  ■■'• 

Landau,  Yerteilung  der  Primzahlen.  29 
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Nach  §  2«)  ist  für  den  Hauptcliarakter 

P  =  x  I'  =  x  p    k 

=  log.r  +  0(1). 

Durfli    Multiplikation    mit         ,     und    Addition    über    alle    Charaktere 

(X  =!,•••,  h\  ergibt  ^ich  also,   da  für 

6/  =  1  (mod.  /.■; 
1 


ist, 


2j(n2-'-p —  =  i^g^  +  ö(i)^ 


P   ^ 

/,v^iy^iog..  +  o(i), 


p = ^ 

Ebenso  folgt  aus  der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Relation 

p 


^'f  =  -'^+«(,o')  ("-^'■■■•'^ 


nebst  der  in  §  2'*^  bewiesenen  Formel 

2;-logloga;  +  B+0(,-^-), 

P  =  ^ 

da  letztere 

P  =  X 

lehrt, 


z  =  1      '■       p^x 


P  =  x 
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Sechsundzwanzigstes  Kapitel. 
Über  die  Anzahl  der  Primzahlen  bis  .x-  in  der  Progression. 

§  111. 
Über  die  Untaestimmtheitsgrenzeii  von  ^^  und  :5Ü£)i2££. 

Es  werde  ^ 

und 

n{x)  =^1 
p-i 

p  ^  X 

gesetzt;    n(x)  ist   also    die  Anzahl  der  Primzahlen  bis  x  in   der  Pro- 
gression,  S(^x)  die  Summe  ihrer  Logarithmen. 
Ans  der  Identität  (4)  des  §  103 

h 


folgt,  da  wegen 


und  wegen 
für  X  =  2, 


p"^-i 
_  ij_(s)  _  _  S'(s)  _  V  logp 

Pik 

4(1)  +  0  (^  =  2,  •  .  .,  h) 

s  =  i  '  L.^{s)        "^     L^{1) 

=  0 


ist, 


lim(s-l)  V 

s= 1  ^"^ 


p"^s  h 


logp         1 

Ic 

if     ~  h 


lim(s-l)  V^^^         ' 


Daher  ist  nach  dem  zweiten  Satz  des  §  31 

lim  ini      ~  <  -,- , 

,.  0(^)\   1 


2-J' 
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also  ,.,  ^,) 

hm 


I  =  X 

1 


entweder  nicht   vorhanden  oder  —  , 

h 

Außerdem  ist  natürlich  wegen 

lim  sup  <  cv  . 

x  =  »  ^ 

Ferner  sieht  man  wörtlich  wie  in  §  19  durch  die  damalige  par- 
tielle Summation,  bei  der  ja  die  Definition  der  Zahlen  p  nicht  be- 
nutzt wurde,  daß 

TI{x)  log  X  _  @{x)  ^  ^  /    1    \ 
X  X  Vloga;/ 


ist;  daher  ist 


lim  int  — ^-^  =  lim  int      -  - , 

X  X     ' 

X  =  x  X  =  yj 

logx 

y  n{x)  y  0ix) 

lim  sup  — -^  =  lim  sup      ~ , 
loga; 

lim  mt  —  —  ^  r  ^^^P "        -  <  cc. 

07  =  30  ^  a;  =  00 

log  X  log  X 


^  112. 

Benutzung  einer  anderen  Identität. 

Dies  Ergebnis,  daß  die  Unbestimmtheitsgreuzeu  von 

Ilix)  log.r 

X 

den  Wert    ,    einschließen,  folgt  auch  direkt  aus  der  für  s>l  gültigen 
Identität  ,,  ,, 

WO  log  LJs)  die  eindeutig  definierte  iieihe 

^  mp'"' 

p,  m 
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bezeichnet.    Denn  für  x  =  2,'-,  h  existiert  bei  zu  1  abnehmendem  s 

limlogZ,(s)=J^^./s-, 

00 

für  X  =  1  ist  nach  §  3G 

log  L  (s)  .  -^  ^* 

lim z =  lim 


so  daß 


=  1, 


T  »'«  =  ;  1 

"^~ 1— =  ¥ 


^  P* 


ist,  woraus  die  Behauptung  nach  dem  dritten  Satz  des  §  31  folgt. 

§  113. 
Beweis,  daß  für  A-  =  4  die  untere  Unbestimmtheitsgrenze 

positiv  ist. 

Aus  §  18  ist  erinnerlich,  daß  der  Nachweis  von 
lim  int  — ^-  >  U 

X  =  oo  ^ 

ganz  besondere  Kunstgriffe  erforderte.  Analog  zu  damals  soll 
wenigstens  für  A;  =  4  (in  den  beiden  Fällen  l  =  1  und  l  =  3)  hier 
der  entsprechende  Nachweis  von 

liminf^>0, 


d.  h.  von 

lim  inf 

.r  =  » 

log« 
seführt  werden. 


um  mt  -  --^-  >  (J 

X 
.r  =  » 
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Um    die   Fälle    4y  -f-  1    und   4y  +  3    zu    unterscheiden    (welche 
gleichzeitig  behandelt  werden  müssen),  werde  gesetzt: 

p=^ 


^\ogp  =  0,(5-), 


p    •> 
p  =  x 
ferner 


yiogp  =  &,{x)  +  @,ix) 

=  ilix), 


X 

und 


'^{yx)  =  ^{x) 


^(y^O  -h2&,{"'~V^)  =  ^,{x)  +  (0,(>^)  +  a(i/^))  +  0,(V'^') 
+  (0,(V^)  +  0,(V^))  +  ... 

i'0,c^-i/^)  =  0,(x)  +  0,(v^)-f.-. 

9  =  1 

dann  sind  die  beiden  Behauptungen  wegen 

W,{x)  =  &,{x)  +  o{x), 
W^{x)  =  S.,{x)  +  o(x) 


mit 


liminf'^^^'^^>0, 


lim  IUI        -  >  y) 

identisch. 

Die  Definitionsgleichungen  ergeben,  wenn  x{n)   den  Nicht-Haupt- 
charakter modulo  4  bezeichnet, 

2x{p"')\ogp  =  yx{p)\ogp  +^x{:ir)\ogp  H 

=  {&,  ix)  -  @2  (^))  +  (©1  (yi)  +  a  (}/^))  +  (©1  (Vx)  -  &,  (Vx))  +  •  • . 

^{&^{x)-&,{x))-\-Sl{Vx)  +  {&,{Vx)-&,(y^))-j-Sl{V~x)  +  ■■■ 
=  (0,  (rr)  +  0, (Vx)  -f  • . .)  -  (02 (^)  +  02(V^)  +  •••)  +  ^(y^) 
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Aus  der  Relation  (vgl.  §  109) 


folo-t 


M  =  1  ^, »(  n  =  1 


^'z  (w)  log  n  =2%  {^^)2%  {P"')  log  P 


Offenbar  ist  für  x  ^  1,  wenn  y  die  größte  ungerade  Zahl  ^x  ist, 
I  ^;t  (« )  log  w  i  =  I  log  1  —  log  3  -h  log  5 ±  log  ?/ 1 

n  =  l 

^log^ 

^  log  ^'7 
also 

-  log^  ^  JzOO(^^i(")  -  '^2  0)  £  log^. 

Da   '-Pi(^)  und   'i^'sC'^')  ^i^  wachsendem  x  niemals  abnehmen,   ist 
W,  (x)  ä  W,  (x)  -  W,  (f )  +  tf,  (f )  -  . . . 

(1)  ä  »PIW-  '-P'2(f)-l0gX 

und  ebenso 

(2)  5i-^(^)^^^(,;)_^^(0_log^. 

Da  offenbar,  wenn  ^»(a;)  die  alte  Bedeutung  bat, 

00  oä 

w,(x)  +  w^(x)  =^&i(yx)  +^©2  ('Vx) 

=  ^V)-log2gg 
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und  nach  §  22  ,     ^  ^  ,      /  \ 

il'i.r)  >  it.r  i-  o{x), 

il'{x)  <  l  nx  -{-  o(x) 
ist,  ergibt  sich 

(3)  W,{x)  +  W,{x)  >  ax  +  o{x), 

(4)  W^  ix)  +  W^  {x)  <  I  a  X  +  o(a;). 

Nach  [\)  und  (4)  i.st 

-|rt.i-  +  o(x)>  2^1^2(0:)-  y^og), 

(5)  'J^2(-^)-i'*'2(;;)<.'«'^+ö(-^)> 
nach  (2)  und  (4")  ebenso 

(6)  »P-,(:r)  -  i  »P-,  (1)  <  I  ax  +  o(a:); 

nach  (1 1  und  (3)  ist 

2W^{x)>ax-  W,(^^^  +  o{x), 

(T)  'i'Äx)>lx~\W,[fj+o{x), 

nach  (2)  und  (3) 

(8)  'J',(x)>i^x-\'y^{fj+o{x). 

d>  0  sei  gegeben.     Von  einer  gewissen  Stelle  an  (.t'^S  =  |(^)) 
ist  nach  (6) 

*^iU')-i^i(3)<(l«  +  ^)^'; 

also  ist,  wenn  n  die  gi-ößte  ganze  Zahl  bezeichnet,  für  welche 

3"  —  ^ 

ist, 


h  '^.  (s^)  - ,« + .  '"^  (:/. .)  <  (I «  +  *)  2^  3'» ' 

also  durch  Addition 
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daher  ist 

W^{x)<llax  +  o{xy, 

aus  (5)  folgt  ebenso 

W^{x)  <  25«^  +  0{x). 

Nach  (7)  ist  also 

'F,{x)>{^-,'^ax-^o{x) 
=  llax  +  o{x), 


nach  (8)  ebenso 


X 


limmf^^>^> 

X        =50 
a;  =  oo 

womit  alles  bewiesen  ist. 


Sechster  Teil. 

Anwendung  der  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen 
komplexer  Variabein. 

Siebenundzwanzigstes  Kapitel. 
Eigenschaften  der  Fnnktionen   />;«(.v)  und  K{s). 

§  114. 
Definition  der  Punktionen  L^{.s). 

Es  sei  s  =  0  -\-  ti  eine  komplexe  Variable.     Dann   ist  die  Reihe 


LM  -  y, 


als    Dirichletsclie  Keihe    im    Fall  x  ==  1    für    ö  >  1,    in  den   Fällen 

X  =  2,  •  •  •,    h  für   a  >  0   konvergent,   definiert   dort  eine  analytische 

Funktion    und   darf  dort  gliedweise   differentiiert   werden.  Dies  folgt 
nach  §  42  daraus,  daß,  wie  wir  in  §  102  festgestellt  haben,  L^(s)  für 

reelle  5>  1    konvergiert   und  Ljs),  •  ■  ■,   L,\s)   für  reelle  s>0  kon- 
vergieren. 

Für  ö  >  1  ist  bei  allen  x  =  1,  •••,/< 

p    1  — ^ — 
p* 

denn  wehren 

p'     I  =-  /)" 

ist  das  Produkt  dort  konvergent,  und  aus 

xjp)  .  xSp') 


P' 

00 

-2' 
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folgt,  wie  in  §  103  für  s  >  1,  hier  für  ö  >  1 

=  L.,{s). 
Es  ist  also  für  <7  >  1 

Bei  der  ersten  Funktion  ist  insbesondere  für  (7  >  1 

A(»-)=J7(i-;.)Z7;^ 
-17(1 -f)^(^^' 

also  ist  nach  den  in  §  4o  entwickelten  Eigenschaften  der  Zetafunktion 
die  für  (7  >  1   durch  die  Reihe 

11  =  1 
definierte  analytische  Funktion  L^(s)  für  (7  >  0  bis  auf  den  Fol  erster 
Ordnung   6'  =  1   mit  dem  Residuum    ,    regulär. 

Für  alle  %  (=  1,  •  •  •,  //)  ist  ferner  in  der  Halbebene  (T  >  1 

p   1  — ^^- 

2)' 


^,}t(sy. 


n 

V 

2 


e'"  =  ^ 
p 

XySP"') 


=  e 


wo  die  Reihe  im  Exponenten  absolut  konvergiert. 

§  115. 
Das  Nichtverschwinden  der  Funktionen  L^  {s)  für  <J  =  1 . 

Satz:  Für  (7=1   ist 

L.,.{s)  +  0. 
Beweis:  1.  Beim  Hauptcharakter  a  =  1  folgt  dies  wegen 
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aus  4em  Xichtverscliwiiulen '^  von 

1 


a\if    der    Geraden    6  =  \    und    dem    in    §  45    festgestellten    Nichtver- 
se-hwiuden  von  lis)  auf  jener  Geraden. 

2.  Es  sei  X  =  2.  •  •  •,  Ji.  Für  s  =  l  ist  das  Nichtverschwinden 
in  §§  105 — 100  bewiesen;  es  sei  also  s  =  \  +  ti,  ^  <  0.  Es  ist  für 
ö  >  1,  #  ^  0  ^/.yM'") 


^{Xy.{p'")p-""') 


p,  m  '"  f 


Es  hat  für  alle  zu  Ic  teilerfremden ^"'  der  Charakter  x^ip'"-)  die  Gestalt 

wo  w(j)"')  reell  ist-'.     Das  gibt 

Daher  ist,  wenn  2^'  bezeichnet,  daß  nur  die  nicht  in  /.■  aufgehenden  2> 
in  Betracht  kommen,  yf-,'cos{to{pm)-mtiogp) 

^  mp"'" 

Nim  ist,  wie  schon  in  §  45  zu  ähnlichem  Zweck  benutzt  wurde, 
für  alle  reellen  (f 

cos  (p^  —  ^  —  ^  cos  2  9; ; 

dies  gibt  für  6  >  1,  ^^0 


\LÄs)\^e 
hierin  ist 

_v'_^—      -y-1 


3   •^'     1       _,    -^ '  COS  (2  u)  (p'»)  -  2  m  t  logp) 

p,  in  p, in 


_   1 

__  ~  m' 

1  2  >J  TT  "> 

1)  Die  XuUstellen  von  1 —  .  sind  s  =  , L  wo  n'I^O  ganz  ist. 

P  logp  < 

oa(p"') 

2)  l  brigens  ist  -  rational. 
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P,IH  ^       p 

/liP'") 


'  p,in  ' 

=  e 

-SR   > ^^^ — 

=  e 


/*(/''") 


Nun  ist 


;:'W 


offenbar  auch  einer  der  Jt  Charaktere,  z.  B.  (ohne  an  die  genauere 
Definition  zu  denken),  weil  diese  Funktion  die  Voraussetzungen  des 
letzten  Satzes  aus  §  100  erfüllt.     Es  sei 

wo  also  l  eine  der  Zahlen  1,  •  •  ■,h  ist,  die  übrigens  von  x  verschieden 
ist,  da  sonst  x^{ii)  der  Hauptcharakter  wäre.     Dann  ist 

•^-.r  cos (2 ü) (p'")  —  2 )>i «log p) 
■^  mp"'"  1 


also  für  (?  >  1,  #  '^  0 


(nff)f  |i,(ff  +  2t»)| 


folglich  für  1<  (?  <  2,  ^  ^  0 


<, 


(1)  ii«(«)i>    *"-''' 


2^ji.((T-|-2^i)|^ 


2(ff  — l)'^|L;((7-f2a')|^ 

Wenn   hierin    f^O  fest   ist   und   6   zu  1   abnimmt,   wächst ^^  die 
rechte  Seite  über  alle  Grenzen,  da  der  Nenner  den  Limes 

2-0-!X,(l  +  2/0  '  =  0 


1)  Natürlich  ist  nicht  monotones  Wachsen  gemeint,  sondern  nur  lim  =  oo. 

(T=l 
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hat:  andererseits  wäre  im  Fall»' 

4(1  +  ^0  =  0 

lim  — '^— I^ =   L'J1  +  ti) : 

endlich,  so  daß  nur 

4(1  +  //)  +  ^ 

möglich  ist. 

§  110. 
Abschätzung  von  |  />;,(s)|  und  |/>^(.s)j  nach  oben. 

Satz:  Für  ö  >  1  —  ,      ,,    ist 

—  logt 

L^(s)=0{logt), 
LU:s)=0{\ogH). 

Beweis:  Falls  t  >  e  ist,  ist  gewiß  L^{s)  im  Gebiet  (?  >  1  —  ,   — 
definiert. 

1.  Bei  a  =  1  ist  wegen 

i.(s)-5Wj7(i-y) 

p  '^■ 
die  Behauptung  auf  Grund  der  frühereu  entsprechenden  Eigenschaften 
von  t,{s)  (vgl.  §  46)  bewiesen;  denn  der  hinzutretende  Faktor 

17(1-:.) 

ist  eine  Dirichletsche  Reihe  mit  endlich  vielen  Gliedern,  also  nebst 
Ableitung  für  ö  >  0  von  der  Gestalt 

0(1). 

2.  Bei  X  =  2,  •  ■  •,  h  ist 

I     ^ 

n  =  l 

'also  für  t>e,  2>6>l—  ,  -\ 
-^     '      —     —  log« 

,1  =  1 

^^  ^"n'     +^'  ^^'^■^  U"  ~  m  +  ir)  "  ([tfhW 

n  =  l  11  =  1+1 
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n=l    ^^       logt  \    «  =  <  +  !   ^        logt    I 

=  0(logO  +  0(l)  +  0()) 
=  0(logO, 


f       logt 


folglich,  da  für  <?  ^  2 


ist,  für  (?  >  1  —  ,    -- 

'  =  lost 


n  =  l 

=  0(1) 


X,(s)  =  0(log^) 
Was 


n  =  l 

betrifft,  so  ist  für  x  ^  1 

X 


X-Än)\ogn 


71  =  1 

=  J-ÄOO  (log  u  -  log  (n  +  D)  +  Ä  {x)  log  {[x]  +  1) 

X 

=  0^(log(;i  +  1)  —  log;^)  +  0(logÄ;) 


n  =  l 

=  O(logx), 
folglich  für  t>e,  2  >  ^  >  1  -  ,— 


log« 


-  Kis)  ^^-^^  +2M^  -  ot) 


n  =  l  log«  \    n  =  <  +  l 


n'log-tj  \t~logt 


=  o(iog^O  +  o(^^^f^)  +  o(^^f-^) 

=  0(log^O, 
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also  für  (?  >  1  —  , — - 
—  log« 

L:{s)=0{\ogH). 

Der  zweite  Teil  des  bewiesenen  Satzes  läßt  sich  auch  so  schrei- 
ben:    Es  gibt  eine  (bei  fest  gegebenem  k)  absolute  Konstante  c^,   so 

daß  für  X  =  1,2,  •  •  ■,]!  im  Gebiete  <  >  3,  <?  >  1  —  , 

\L;,(s)\<c,\ogH 

ist.     Daraus  folgt  für  ^  >  3,  ^,  >  1  —  ,     ,,(?.,>  1  —  r-  t 

°  =    >    i  =  log  ^ '     -  =  log  t 

«2  +  <  »' 
Ly(<J,     +    ^/)     -    Z;,((?i     +    ^0   !     =  j'L'y.{s)dS 

n^  +  ti 

s  iiT. 

Abschätzung  von  |2y;;(s-)|  nach  unten. 

Ich  könnte  von  der  Formel  (1)  des  §  115  ausgehen;  ich  will 
jedoch,  um  etwas  schärfere  Abschätzungen  zu  erhalten,  im  Sinne  der 
Entwicklungen  des  §  65  eine  andere  Hilfsformel  zugrunde  legen. 

Es  sei  a  =  1,  ■  ■  ■,  h.     Stets  sind 

und 

xM 

auch  Charaktere  modulo  k]  es  sei  etwa 

xl(.'>^)  =  Xri»)- 
Für  zu  /»•  teilerfremde  2>"'  werde 

XÄin^e-^^'"'^' 
gesetzt;  dann  ist  c-jQ)"*)  reell  und 

Im  Gebiet  a  >  l,  t^O  ist 

■"""  iitp'"" 
LM    =  e  """ 

•^'co8(o)(p"')  —  m/logp) 
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Für  alle  reellen  g?  ist  (vgl.  §  65) 

cos  qp  ^  —  8  ~  "2  ^^*  ^^  —  i  ^^^  ^  9  5 
im  obigen  Gebiet  ist  also 

6     >rt'       1  1    ■^' cos(2m(p"')  — 2»/nog/^)      1    •^'cos(3ti)(p"')  — SniHogp) 

i,(s)|^e      "'"'                    '""  "''" 

>-^ ^. 


(J{ff))  8  I  i^  (ff  +  2  n)  i  -  !  i, (CT  +  3  e«)  1 « 


für  ^^3,   l<ö<2ist  also,    wenn   der    erste  Teil    des  Satzes    aus 
§  116  zu  Hilfe  genommen  wird, 

(ff-i)^ 


(1)  > 


c,log2(2i)log«(3<) 
(a-1)^ 


C,  log  8  i 


also,   wenn  die  Schlußformel  des   vorigen  Paragraphen   benutzt   wird, 

1 4(1  +  ^0  ,  ^  ,  LAG  +  2^0 1  -  i  L„i(5  +  ^0  -  i,(i  +  ^0 1 

>^^^'l^-q(^-l)log^^ 


=  ^-^4^(1  -  q6-3((?  -  1)«  log''^^). 
Cjlogn 

Hierin  bestimme  ich  6  durch 

3.  21 

C,C3((?-l)«l0g«/=|, 

d.  h.  setze 

_  .  1  1 

^~  ^  +  i-  log'f  ' 

(2CiC3)3 

was   wirklich,   wenn   q   und   Cg   größer   als    1    gewählt   sind,    für   alle 
^  ^  3  kleiner   als  2  ist.     Das  gibt   bei  passender  Wahl    eines  c^  >  1 

|i.(l  +  ^^)!>f-Ar-A- 

^log^tlogU 

(2)  =--'- 

^    ^  C4  log5  i ' 

also 


ZTI^-,.,  -  0{log^O. 


Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  30 
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Aus  (2)  folgt  weiter  für  ^^3,  1 


2c^C^  \og''t 

LM  k  I  ^x(i  +  ^0 1  - 1 LM  -  ^^.(1  +  ^0 

1     1    _   1      1 

0,  log*  t        -2  c^  log*  t 

1      1 

2c^iog*r 


2c^C^log't 


> 


Für  <  >  3.  1  +  ö—  1-^77  <  ö  <  2  ist  nach  (1) 


^.(^)    > 


für  ^  ^  3,  (?  ^  2 


(2CiCj'«"log'»  e    '  log»  ^ 

1     1 


Ljs) :  > 
> 


7J=1 

1 
1     1 


c„  los^t 


Also  hat  sich  ero-eben:    Für  />3,  ö>l ,     -^ist 

°  =      >        ^=  Cj  log'  < 

darin   liegt  insbesondere,  daß  L^(s)   in  jenem   Teil   der  Ebene  nicht 
verschwindet,   und   es   ergibt  sich,    c-j  >  1    angenommen,   dort   weiter 


<CiC^\ogU 


Natürlich    können   alle   auftretenden  Konstanten   gleichmäßig   für 
alle    X  =   1,  •  •  •,  A    gewählt    werden.      Alsdann    ist    für    ^  ^  —  3, 

(5  >  1  — 


=  c,  log'  (-  t) 


L(sj 


da 


<C9log'(-0, 

i;(H-_<i) 

Ljc^ti) 
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konjugiert  zu  einem  gewissen 

L^ia-ti) 
ist. 

i<  IIS. 
Eigenschaften  der  Funktion  K{s). 

Es  bezeichne  K{s)  die  für  (?  >  1  durch  die  D ir ich letsche  Reihe 

^    p" 
definierte  analytische  Funktion.     Es  ist  für  (5  >  1 

h 

^log2)  ^  _  1  "SyT    1     L'^js) 

p'"  =  1  y.  =  l      '^ 

die  linke  Seite  unterscheidet  sich  von  K{s)  um  eine  Funktion,  welche 
für  (?  >  f  (als  für  c?  >  ^  absolut   konvergente   Dirichletsche  Reihe) 

=  0(1) 

ist.    Daher  besagt  die  am  Schluß  des  vorigen  Paragraphen  gefundene 

Abschätzung  von  I  y  ,  l  \   in  Verbindung   mit   dem   Nichtverschwinden 

von  L.^{1  -\-  ti)  und  dem  bekannten  Verhalten  für  s  =  1: 

1.  K(s)  hat  für  s=  1   einen  Pol   erster  Ordnung    mit  dem 

Residuum  -r- 
h 

2.  K{s)  ist  für  6=1  sonst  regulär. 

3.  Es  gibt  zwei  positive  Konstanten  c  und  h  derart,  daß 

für   t\>?>,  6>1-  -,-4^ 

'  —     '        —  c  log'  \t\ 

ist.  •  ,K{s)\<h\og''\t\ 


Achtimclzwanzigstes  Kapitel. 
Primzalilgesetze. 


§  119. 
Anwendung  des  Cauchy sehen  Integralsatzes  und  End- 
formeln für  Q{x')  und  IT{jp). 

Die  Funktion  K(s)  erfüllt  also  bis  auf  das  veränderte  Residuum 

,    (gegenüber  damals)   genau   die  Bedingungen,   denen    die   Funktion 

30* 
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~i4  durch   ileu   Satz   am  Schluß    des  §  48   ^enücrte,  wo   noch  9   hier 

durch   das    schärfere  7    ersetzt    ist   (was   bei  vK    in   §  05   nachgeholt 

war);  es  bleibt  also  bei  der  danialiseu  Anwendung  des  Cauchyschen 
Integi-alsatzes   und   dem   folgenden   Übergang   zu   0(ü)  und   n(x)   bis 

auf  den  beim  Hauptglied   hinzutretenden  Zahlenfaktor       alles  unver- 
ändert.    Es  ergibt  sich  daher  für  alle  y  '>  S 

und  für  alle  ^  >  8 


2 

Ii  -^  '  log  n  ^ 


Unterwegs   führt   eben   die   Anwendung    des   Cauchyschen   Inte- 
gralsatzes wörtlich  wie  damals  zunächst  für  alle  y  >  8  zu 


Vlogj;log^  =  j-^'  +  0(^e-^^H 


woraus   alles   w'eitere  wörtlich  wie   damals   folgt,   bis  auf  den  überall 

auftretenden  Faktor  %• 
li 

Natürlich  kann  hierin  die  Zahl  8  durch  die  Konstante  U  -\-  "2  er- 
setzt werden,  wo  U  die  Bedeutung  des  §  65  hat;  denn  man  kann  ja 
jede  Cosinus-Ungleichung  im  damaligen  Sinne  zugrunde  legen. 

Interpretation  des  Resultats. 

Es  ist  nunmehr  bewiesen,  daß  für  jedes  q 

\imJ^^-{n(a)-lLiix))==0 
ist,  in  erster  Annäherung,  daß 
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n(x)^lLiix) 

1        X 

rs^j  "  - 

/(  log  X 

ist.    Es  ist  daher  die  am  Schluß  des  §  10  der  Einleitung  angegeheue 
Folgerung 


lim"4^Ul 


in  den  Besitz  des  Lesers  übergegangen. 

Es  gibt  also  z.  B.  asymptotisch  gleich  viele  Primzahlen  4?/  +  1 
und  4  //  +  3.  Überhaupt  ist  das  Beispiel  Ä'  =  4  zur  Illustration  aller 
Betrachtungen  des  zweiten  Buches  besonders  geeignet.  Es  gibt  dann 
zwei  Charaktere  mit  den  zugehörigen  Reihen 

AW  =  l  +  3.  +  i  +  f  +  -, 

Übrigens  ist  auch  nicht  eines  der  asymptotischen  Gesetze  im  Fall 
/,;  =  4  einfacher  zu  beweisen  als  im  allgemeinen  Fall,  abgesehen  natür- 
lich von  dem  hier  trivialen  Nichtverschwinden  der  Reihe 

§  121. 

Polgerungen. 

Aus 

^   ■'         h  \ogx 
folgt  insbesondere,  daß  für  £  >  0 

ist,  so  daß  die  Anzahl  der  Primzahlen  Inj  -\-  l  zwischen  x  (exkl.)  und 
(1  +  s)x  (inkl.)  mit  x  ins  Unendliche  wächst. 

Ferner  beweise  ich  den 

Satz:  Für  jeden  vom  Hauptcharakter  verschiedenen  Cha- 
rakter, jedes  reelle  g  und  jedes  reelle  t  ist 


2 


pi+« 


konversent. 
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In  §  109  war  für  q  =  l,  f  =  0  die  Endlichkeit,  also  für  (?  <  1, 
/  =  0  die  Konvergenz  bewiesen.  Für  {/  <  U  ist  die  Behauptung  wegen 
der  nach  §  4  (Reihen  (31)  und  (32))  al)soluten  Konvergenz  trivial. 

Beweis:  Es  darf  beim  Beweise  ^^  >  0  angenommen  werden;  mit 
jedem  7  ist  ja  die  Behauptung  für  jedes  kleinere  q  ]>ewiesen.    Wenn 

gesetzt  wird,  ergibt  sich 

x{x)  =2:7X1)  n,{^'\ 
1=1 

wo  JT,(a:)   die  Anzahl   der  Primzahlen  /,//  -{-  /  <r  x  ist,   also  mit  kon- 
stantem y  (z.  B.  7  =  8) 

X(x)  =i';t(0  [l  Li{x)  +  0  {xe-^^^^~^j)  ; 

in  der  Tat  ist  für  (/.-,  /)  =  1 

77,(^0  =  l  Li\x)  +  0  ixe-^"^'), 
für  (/.-,  1)>1 

XQ)  =  0- 
Es  folgt  weiter 

X(x)  =  jLi(x)2x(l)  +  0  (^^e-^°«^) 

=  0(xe-^''°^^). 
Bei  gegebenem  q  ist  also,  wenn 

gesetzt  wird,  für  x^2 

X 

W{x)  =2(X{n)  -  X{n  —  D)  log'  n 

«  =  2 

X  , 

=2x(n)  (log'  n  -  log'in  +  1))  +  X{x)  log''  {[x]  +  1) 

«  =  2 

=  0  {xe-^'^^Qog'  in  +  1)  -  log'»))  +  0  (xe-^'°«^log^x) 

71  =  2 

=  o(a;e-^''°»Mog''j-), 
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wovon  icli  nur 

'^W-o(isfc.) 

gebrauche. 

Zu  beweisen  ist  die  Konverp;euz  von 


2 


W{n)  —  ^\n  —  1) 


für  6=1.     In  der  Tat  ist  dort  für  ganzzahlige  v,  iv  (iv  ^  t"  ^  2) 

w  w 

^W{n)  -  W{n  -  1)  _  -y  v„.   N  /  1  1       \        »fC—l)    I      n^^O 

^  «*■  ^^^"^yw       (»  +  l)--7  r--         ^(H'  +  l)'' 

71  =  V 

was  wegen  der  Konvergenz  von 

oc 

y    \ 

ji^  n  log- w 

für  '^  =  00,  «c  =  oü  den  Limes  0  hat. 
Natürlich  ist  nach  §  30  nunmehr 

also  ist  insbesondere  für  t^O  und  ganzzahliges  q  ^0,  wenn  .*-i  links 
nach  wachsendem  /y'"  geordnet  ist,  bei  Annäherung  von  rechts 


f),  m  -1  P  "  rn  =  ^      2'  " 

00 

=  lim     y  ?M]2i*^  ^  lii^      y  y^(P"')  log'^J^  • '«''"' 
=  1-         V;t(/»)log^iJ-mg-^ 


=  (-l)Mim    ^-Ac^^Lis), 


s  =  1  +  a-  "  * 


also,  wenn 

logZ(5)  =  Z(s) 
gesetzt  wird, 
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z.B.  (5  =  1,  />()) 


y? x^p"')\ogp  _  _ L'{i  -Ml) 

V.  in        -i 


noch  spezieller  (7  =  1,  ^  =  0) 


^        p'"  X(l)  ' 


p,in 


in  §  109  war  für  die  Reihe  links  nur  die  Endlichkeit,  nicht  die  Kon- 
vergenz bewiesen. 


Neununcl zwanzigstes  Kapitel. 

Fnnktioiieiitheoretisclier  Beweis  des  Niclitverscliwiiidens  der 
reellen  Reihe  L. 


Untersuchung-  der  Dirichletschen  Reihe  mit  dem 
Koeffizienten  J'(n)  —  L. 

Unter  Benutzung  funktionentheoretischer  Mittel  läßt  sich  das 
Nichtverschwinden  der  einem  reellen  Nicht-Hauptcharakter  entsprechen- 
den Reihe 


'-2 


z(«) 


n 

«  =  1 


noch   einfacher   (^nicht   kürzer,    aber   Aveniger   künstlich  1    beweisen    als 
oben  in  §  106. 

Es  werde  wie  df)rt 


(I    n 

gesetzt.     Dann  ist  für  0  >  1 

cc 

»1  =  1  /,  =  1  ;i  =  l 


§  122.   Untersuchung  der  Dirichletschen  Beihe  mit  dem  Koeffizienten  f{n)  —  L.     473 
also  für  (7  >  1  00 

11  =  X  

Werden  die  Primzahlen  j^  mit  2^',  p",  p"  bezeichnet,  je  nachdem 

l{p')    =  1. 
l{p")  =-1, 

ist,  so  ist  lur  (?  >  1 

i'^  -u-~\n-TT  n-^  n-^  n-^ 

n  =  l  P'     1 ,s     P"     ^ '^ 77^    P ,«     P"     ^ /7«   P"  ,Ts 

p  p  p  p  p 

P'     (  ■*■ ,^  )       P"      ^ 77rs      P'" 777* 

\         P    /  P  P 

j^.j-  \     p     p        J  \^\     p      p        J  \r\     p     p         ) 

was  das  in  §  106  ausgerechnete  Ergebnis 

W)^l  (g  =  l,2,3,..-) 

in  Evidenz  setzt. 

Wenn  r 

gesetzt  wird,  so  ist  wegen 

S{x)  =  0(1) 

dB  =  1 


V.r        rf  l^a;  Va; 


^2'^(^)[v]  +  22^(^)-2'^('')2i 


c  =  1  d  =  \ 


474  XXIX.  Fi(}ihtio)ientheoretischer  Beweis  des  Kichtverschirindens  (1er  reellen  Reihe  L. 


c=l  c=l  rf=l 

=  x(l+0(^'^'i)-\-0(}x) 

y  (fin)  -  L)  ==  0{Vx). 

n  =  l 

Die  für  (7  >  1   absolut  konvergente  Dirichletsche  Reihe 


konvergiert  daher  nach  §  32  für  s  >  i,  also  für  a  >  h     Sie  stimmt 
für  (7  >  1,  also  für  (>  >  ^  mit 

Z(s)Us)  -  L^{s)  =  {Lis)  -  L(l))i;(s) 
übereiu. 


S  123. 

Beweis  von  L  =j=  0. 

Wäre  nun 

i  =  0, 

so  veäre  für  (?  >  i 

r/.^^/.^       X' A»0 

also  für  reelle  s  >  i 


K.'-K-,=^^^q^' 

v  =  i 

=  ti^s). 

Wen 

n  aber 

s  zu 

^  abnimmt,  existiert  links 
limZ(s)e(s)  =  L(|)e(i), 

während  rechts 

lim  g(2.s)  =  4-00 

.=4- 

ist. 

Daher 

kann 

nur 

sein. 

Siebenter  Teil. 

Theorie  der  verallgemeinerten  Zetafunktionen  mit 
Anwendungen  auf  das  Primzahlproblem. 

Dreißigstes  Kapitel. 

Die  Fortsetzbarkeit  der  Funktionen  Lx{s)   in  der  ganzen  Ebene 
und  die  Funktionalgleicliung-. 

§  124. 

Beweis  der  Fortsetzbarkeit  durch  sukzessive  partielle 

Integration. 

Ji  ist  stets  fest  gegeben.    Über  die  Fortsetzbarkeit  der  dem  Haupt- 
charakter entsprechenden  Funktion 

Aw-J7(i-r)sw 

sind    wir    durch    die    frühere  Theorie    der    Zetafunktion   völlig    unter- 
richtet; i>i(s)  hat  im  Punkte  6  =  1  einen  Pol  erster  Ordnung  mit  dem 

Residuum  r  und  ist  sonst  überall  regulär;  d.  h. 
und 

sind  ganze  Funktionen. 

Bei  allen  übrigen,  für  (?  >  0  diu'ch 


2 


%,,(«) 


n 


definierten  Funktionen  L^_(s)(x  =  2,  ■  •  -,  li)  behaupte  ich  den 

Satz:    L^(s)(x  =  2j  ••-,  h)     ist    eine     ganze    transzendente 
Funktion. 
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Beweis:  Da   für  (T  >  1 


i  - 1 


LM  =2'^'(')2^«T^- 


(  =  1  II  =  0 

k-l 


;  =  1  „  =  0   (  "  +  ^.  I 

ist,  ist  es  offenbar  hinreichend,  zu  beweisen:  Die  für  jedes  konstante  &, 
wo  0  <  0-  <  1  ist,  in  der  Halbebene  (7  >  1  absolut  konvergente, 
in  der  Halbebene  (?  >  1  +  ö  (d  >0)   gleichmäßig  konvergente  Reihe 

n  =  l 

definiert  eine  Funktion  5(5),  welche  für  s=l  einen  Pol  erster  Ord- 
nung mit  dem  Residuum  1  hat  und  sonst  in  der  ganzen  Ebene  regulär 
ist.     Denn  dann  hat 

cc 

2 


a  («+4)" 


für  jedes  in  Betracht  kommende  l  diese  Eigenschaft;  L.^{s)  ist  also 
überall  mit  etwaiger  Ausnahme  von  .s  =  1  regulär;  dieser  Punkt  ist 
aber  wegen 

i = 1 

(oder  nach  dem  Früheren)  auch  ein  regulärer  Punkt. 

5(s)  ist  also  zunächst  für  ö>  1  regulär  und  durch  die  Reihe 

00 

definiert. 

Nun  ist  für  s  =|=  1,  n  =  1,  2,  3,  •  •  • 

f*         udu  _  M  _  r         du 

_  u 1 1 


(n  +  a-4-w)*        «  —  i(n +  «•  +  %)' 
1 
/'  tidu  __  1  1      /         1 1  N 


§  124.    Beteeis  der  Fortsetzbarkeit  durch  sukzessive  partielle  Integration.     4^11 

also  für  (?  >  1 

1 


(^  +  1)'       s  —  1  (^  +  1)* 


«  =  10 


Die  linke  Seite  von  (1)  stellt  eine   für  a  >  0  reguläre  Funktion  dar, 
da  für  (?  >  ö  (d  >  0)  we^en 


l/i 


u  du 


(w  +  ^  +  w/^^ 


=  n"^' 


die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert;  daher  ist  die  rechte  Seite  für  (?>0 
regulär,  also  auch 

folglich 

ebenfalls. 

Nun  ergibt  sich  weiter 


J'  udu  H"  1   '^  ~t"_l  C 

{n+&  +  iir^-  ~  2  {n + ^T«r "^    "^  J  ( 


u^du 


(«  +  ^  +  w)''  +  ^' 


1  1 

0  0 

also,  zunächst  für  ö  >  0, 

1 =_l/.(,  +  i) i^ \    *JH-A)  V  /* ""^^ 


(^  +  l)'^'         S  —  1  (^  ^  1) 

»!  =  1    0 

Rechts   ist   das  erste  Glied  nach  dem  Ergebnis    des  vorigen  Schrittes 
für  (?  >  —  1  regulär;  das  zweite  Glied  ist  es  ebenfalls  wegen 

1 


0 


u'^du 


n-\-&^  «)■' 


<   ' 


==    ,,'^  +  2 


Folglich  ist 

für  ö  >■  —  1  regulär. 

Allgemein  gelangt  man  so  für  jedes  ganze  ([^^  zu  der  zunächst 
im  Gebiet  (?  >  1   gültigen  Identität 
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(5  +  2)!  ^  J(H  +  ^  +  «)-'  +  ''  +  '' 

H  =  1    0 

Es  sei  schon  bewiesen,  daß  (s  —  l)i{s)  für  ^  >  —  ^i  regulär  ist.    Dann 
lehrt  diese  Identität  -wegen 
1 


/; 


(^n-\-Q--\-ny  +  '^  +  - 


<     ' 


n 


(T  +  7  +  2' 


daß  (s  —  l)5(s)  für  <?  >  —  ry  —  1  regulär  ist.  Daher  ist  (s  —  l)§(s)", 
also  auch 

eine  ganze  Funktion,  folglich 

LAS) 
für  X  =  2,  •••,//  ebenfalls,  und  der  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  aus- 
gesprochene Satz  ist  bewiesen, 

§  125. 
Einteilung'  aller  Charaktere  in  zwei  Klassen. 

Jetzt  soll  nach  einem  ganz  anderen  Gesichtspunkt  als  früher  eine 
Einteilung  aller  li  Charaktere 

in  zwei  Klassen  vorgenommen  werden,  welche  eigentliche  und  un- 
eigeutliche  Charaktere  heißen. 

Es  sei  x(i/)  ein  Charakter  modulo  Je  und  K  ein  echter  Teiler  von  /r: 

dann   entsprechen  jeder   Restklasse   modulo  K  mehrere,    nämlich   r^, 

Restklassen  modulo  /.-.  Eine  zu  /<•  teilerfremde  Restklasse  modulo  /.• 
ist  Bestandteil  einer  zu  K  teilerfremdon  Restklasse  modulo  /iT;  jede 
mit  K  gemeinteilige  Restklasse  modulo  K  zerfällt  in  lauter  mit  k 
gemeinteilige  Re.stklassen  modulo  Je.  Aber  umgekehrt  brauchen  die 
Zahlen  einer  zu  K  teilerfremden  Restklasse  modulo  K  nicht  alle  zu  /.• 
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teilerfremd  zu  sein.  Beispiel:  /.■=15,  Ä'=  5,  Restklasse  ^  =  2  (mod.  5); 
liier  sind  2  und  7  zu  15  teilerfremd,  12  nicht.  Jedenfalls  kommea 
in  jeder  zu  K  teilerfremden  Restklasse  modulo  K 

s  ^^  Kq  (mod.  K) 

zu  /,•  teilerfremde  Zahlen  vor;  denn,  wenn  ^), ;/,  •  •  •  diejenigen  etwa 
vorhandenen  Primfaktoren  von  Ji  bezeichnen,  welche  nicht  in  K  auf- 
gehen,  so  sind  die  Kongruenzen 

2  ^  Kq  (mod.  K), 

2^1  (mod.  j)})'  ■  •  •) 

verträglich,  und  jede  so  bestimmte  Zahl  s;  ist  zu  /•;  teilerfremd. 

Jede  Restklasse  modulo  K  liefert,  wie  bemerkt,  mehrere  Rest- 
klassen modulo  k]  die  Zahlen  der  gegebenen  Restklasse  modulo  K  zer- 
fallen in  volle  Restklassen  modulo  /•",  die  zu  k  teilerfremd  sind  oder 
nicht.  Ferner  ist,  Avie  bewiesen  wurde,  die  erste  Kategorie  dann  und 
nur  dann  vorhanden,  wenn  die  geo-ebene  Restklasse  modulo  K  zu  K 
teilerfremd  ist;  in  diesem  Falle  ist  also  für  die  Zahlen  n  der  Rest- 
klasse modulo  K  teils 

(«,  }i)  >  1, 
d.  h. 

teils 

[n,  l)  =  1, 
d.h. 

-  1x001  =  1, 

aber  nicht  stets  ^) 

X{n)  =  0. 

Wenn  nun  für  aUe  jene  Zahlen,  soweit  sie  zu  h  teilerfremd  sind,  ;^(l^) 
einen  und  denselben  Wert  hat,  sagt  man:  i{n)  ist  ein  uneigentlicher 
Charakter  modulo  Ti.  Die  präzise  —  etwas  schwierig  aufzufassende  — 
Definition  lautet  also: 

Definition:  lin)  heißt  ein  uneigentlicher  Charakter  mo- 
dulo Ä",    wenn    es    einen    echten   Teiler   K   von   h    derart    gibt, 

daß  für 

n  =  n  (mo^.  K),  ()i,  Ji)  =  1,  {}%',  Ji)  =  1 
stets 

X(ti)=  x{n') 

ist.  Sonst  —  wenn  es  kein  derartiges  K  gibt  —  heißt  x{n) 
ein  eigentlicher  Charakter  modulo  /,•. 


1)  Natürlich  kann  durchweg  |%(n)|  =  1  sein,  wenn  nämlich  AT  jeden  Prim- 
faktor von  1:  enthält. 
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Beispiele:  1.  Es  sei  /.•=!.  1  hat  keinen  echten  Teiler;  also  ist 
der  —  einzige  —  Charakter  (welcher  zugleich  der  Hauptcharakter  ist) 
ein  eigentlicher  Charakter. 

2.  Es  sei  A"  >  1.  Dann  ist  der  Hauptcharakter  uneigentlich;  denn 
A'  =  1   hat  die  Eigenschaft,  daß  tür 

n  =  w'(mod.  1),  (n,  In  =  1,  (»',  ]c)  =  1 

X{n)  =  xW 

ist;  in  der  Tat  ist  für  (h,  /»•)  =  1,  (y^',  /.)  =  1 

Xin')  =  1. 

3.  Es   sei  /r  irgend   eine   Primzahl.     Dann  ist  jeder  vom  Haupt 
Charakter  verschiedene  Charakter  eigentlich.    Denn  sonst  wäre  K=  1, 
also  für  («,  A)  =  1,  (n',  A)  =  1 

d.  h.  für  I  n,  A)  =  1 

=  1. 

4.  Es  sei  A  =  8.     Dann  ist  der  Charakter 

X{n)  =  0,  1,  0,  -  1,  0,  1,  0,  -  1  für  n  ^  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  (mod.  8) 
uneigentlich.     Denn  K  = -i  hat  die  Eigenschaft:  Für 

n  =  n  (mod.  4),  (n,  8)  =  1,  (n,  8)  =  1 
ist 

x{>i)  =  xW--, 

in  der  Tat  ist 

;t(i)  =  z(5), 
x(ß)  =  xCO- 

Jeder  uneigentliche  Charakter  ;t(w)  modulo  A  führt,  wenn  der  echte 
Teiler  K  von  A  die  betreffende  Eigenschaft  hat,  daß  für 

n  ^n  (mod.  K),  («,  A)  =  1,  (n,  A)  =  1 

x{n)  =  xW 

ist,   durch  folgende  ergänzende  Erklärung  zu  einem   bestimmten  Cha- 
rakter  Xin)  modulo /iT.     Es  werde  definiert: 

1.  Für  jede  Zahl  w  jeder  zu  7f  gemeinteiligen  Restklasse  modulo  K 

X{n)  =  0. 
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2.  Für  jede  Zahl  n  einer  zu  K  teilerfremden  Restklasse  niodulo  K 

X(ti)  =  dem  gemeinsamen  Werte  von  x{n)  für  alle  zu  k  teiler- 

fremdeu  Zahlen,   welche  jener  Hestklasse  angehören.^) 

Dann    ist   Xi^n)    ein  Charakter    modulo  K.     Denn   es    ist   erstens 

offenbar  ^ .  .        ^.  ,^   „..  ,  .       .    ^^ . 

X{n)  =  X(«  )  lur  n  :^  n  (mod.  A), 

zweitens  offenbar  \r/■^\       i 

4=0. 
Drittens  ist  für  zwei  beliebige  n^,  n.^ 

Denn,  wenn  n^ih2.  ™i^  -^  gemeinteilig  ist,  sind  beide  Seiten  0.    Wenn 
dagegen  ,        ,,.        ^ 

und 

(..,,  K)  =  1 

ist,  werde  n^  so  gewählt,  daß 

«3  =  ^^1  (n^od.  A),  (;/3,  ^')  =  1 
ist,  und  n^  so,  daß 

n^  =  «2  (mod. K),  {it^,  k)  =  1 
ist;  dann  ist 

n^n^  =  «j  ;^2  (i^od.  Ä"),  («gi'i,  k)  =  1, 
also 

=  Z(''3)ZOO 

Wenn  ;^(;^)   uneigentlicher  Charakter   modulo  k   ist,   so   kann   es 
mehrere  echte  Teiler  K^,{y  =  l,  2,  •  •  •)  mit  der  Eigenschaft  geben:  Für 

}i  =  n'  (mod.  K^,  (ii,  k)  =  1,  (i«.',  Ä;)  =  1 
ist 

Unter  allen  solchen  K^.  gibt   es    ein   kleinstes;   von   diesem  kleinsten 
K^.  =  K  gilt  nun  der 

Satz:  Der  oben  mit  X(^ii)  bezeichnete  Charakter  modulo  K 
ist  eigentlicher  Charakter  modulo  K.'^^ 


1)  Es  gibt  nach  dem  Obigen  solche  Zahlen. 

2)  Übrigens  läßt  sich  auch  beweisen,  daß  nur  für  diesen  einen  Teiler  von  k 
das  zugehörige  X{n)  eigentlich  ist.     Doch  brauchen  wir  das  nicht. 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  31 
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Beweis;   Soust  gäbe  es  einen  echten  Teiler  K'  von  A'.  so  daß  für 

n  =  it'  (niod.  /i'),  i^n,  K)  =  1,  {>(',  K)  =  1 

X[n)  =  X{n) 
ist.     Daraus  würde  für 

n  =  ;/  (mod.  A" i,  (>/,  /.)  =  1,  [u',  /•)  =  1 
X{n)  =  X{n.), 

K  wäre  also  nicht  der  kleinste  Teiler  von  Ä"  mit  der  betreffenden  Eigenschaft. 

Jeder  uneigentliche  Charakter  modulo  h  gehört  also,  wenn  K  jenen 
Mininialteiler  bezeichnet,  zu  einem  bestimmten  eigentlichen  Charakter 
modulo  A'. 

Der  Hauptcharakter  modulo  /.•  gehört  zum  Charakter  modulo 
A^  =  1.  Jeder  andere  uneigentliche  Charakter  modulo  /■"  führt  auf  ein 
A^>  1  und  liefert  modulo  dieses  A,  von  dem  X{it)  eigentlicher  Cha- 
rakter ist,  gewiß  nicht  den  Hauptcharakter. 

Es  sei  nun  ^ 

«  =  i 

die  dem  Charakter  x(;ii)  =  XÄ'^)  entsprechende  Funktion;   es  ist  jetzt 
bequemer,  um  die  Charaktere  in  die  Bezeichnung  aufzunehmen, 

Lis,x) 
zu  schreiben,  und  nur,  wenn  kein  Mißverständnis   zu   befürchten  ist, 
wie  früher  kurz  L(s) 

Wenn  x  den  zu  x  konjugierten  Charakter  bezeichnet,  ist  offen- 
bar aus  Symnietriegründen,  wenn  x  eigentlich  ist,  x  eigentlich,  wenn 
X  uneigentlich  ist  und  zu  K  gehört,  x  un eigentlich  und  auch  zu  A 
gehörig,  derart,  daß  der  zu  X  konjugierte  Charakter  X  dem  x  entspricht. 

Wenn  x^")  ^i"  uueigentlicher  Charakter  modulo  /.•  ist  und  zu 
A  gehört,  ist  offenbar  für  ö  >  1 

L(s,  X)  =  17        \ip) 


p     1 ^-    p  k    \  / 


p  * 
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also 

1=1 

wo  Lq{s,  X)  eine  unserer  X-Funktiouen  modulo  K  bezeichnet,  die 
zum  eigentlichen  Charakter  X{n)  modulo  K  gehört,  und  wo  das  Pro- 
dukt vorn  genau  so  viele  Faktoren  enthält,  als  es  Primzahlen  gibt, 
die  in  /.•,  aber  nicht  in  K  aufgehen.  (Denn  für  die  Primfaktoren  von 
K  ist  X{p)  =  0,  also  die  Hinzufügung  des  betreffenden  Faktors  un- 
nötig.) Die  p^,  sind  hierin  Primzahlen,  die  £,,  Einheitswurzeln,  c  kann 
auch  =  0  sein,  nämlich  dann,  wenn  K  alle  Primfaktoren  von  h  ent- 
hält*, dann  bedeutet  das  Produkt  1. 

Damit  ist  die  Theorie  der  Funktionen  L{s,  %)  auf  die  Theorie 
dieser  Funktionen  mit  eigentlichem  Charakter  zurückgeführt.  Für 
Ä-  =  1  ist  dies  durch  g(s)  erledigt.  Wir  sind  also  berechtigt,  jetzt 
anzunehmen,  daß  in 

L{s)  =  Lis,  i) 


-2 


%{n) 


Ä;  >  1  und  i(n)  ein  eigentlicher,  also  gewiß  vom  Hauptcharakter  ver- 
schiedener Charakter  ist.     Eo  ipso  ist  hierbei  k  ^  o. 


i^  126. 
Hilfssatz  über  eigentliche  Charaktere. 

Satz:  Es  sei  i[n)  ein  eigentlicher  Charakter  modulo  h  und 

Dann  ist 


d.  h., 
gesetzt. 


Die  Voraussetzungen  verlangen  u.  a.,  daß 

31^ 


t 

?  71  m  n  i 

n  =  l 

,       k 

=  0, 

irtmi 

=  ,v 

k 

H  =  l 

X{n)rf 

=  0 
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und  i{)>)  nicht  tler  Hauptcharakter  ist.     Für 

ist  die  Behauptung  nicht  neu,  sondern  mit  der  bekannten  Formel 

71  =  1 

gleichbedeutend. 

Beweis:   Nach  Voraussetzung  gibt  es  ein  K,  so  daß  zugleich 

KJc,  K<Jc 
und 

^f  =  1 
ist. 

Es  sei 
(1)  {r,Jc)=l. 

Dann  ist,   da  mit  //  auch  iir  ein   vollständiges  Restsysteni   modulo  J: 
durchläuft, 

«  =  i  71  =  l 


Es  sei  außer 
Dann  ist 

(2) 

(1) 

noch 

r  ^  l(mod./L). 

V''  =  V, 

k                                          k 

^X(.^f)v"-X(r)2^x{>i)v\ 

71  =  1                                                            71  =  1 

(i-%o-))ifz(>OV'  =  o. 

Es  sei  nun 

k 

(3)  :Sxi^^)r  +  0; 

71=1 

dann  wei'de  ich  zeigen:   x(n)  wäre   ein   uneigentlicher  Charakter  mo- 
dulo /r,  womit  der  Satz  bewiesen  ist.     Aus  (3)  folgt  nach  (2) 

Xir)  =  1 
für 

(r,k-)  =  1,  r^  l(mod.  iv). 

Ich  behaupte:    Für 

n  -  n'  (mod.  K),  (»,  Ä")  =  1 ,  (;/,  /,•)  =  1 
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In  der  Tat  sei  n^  so  gewählt,  daß 

un^  ^^  1  (mod.  h) 
ist.     Dann  ist 

K, /.•)  =  !, 

{nn^,  h)  =  1, 

nn^  -^  1  (mod.  K) . 

nn^  ist  also  ein  r  im  obigen  Sinne;  daher  ist 


Ebenso  ist 
und 

also  n  n^  ein  r: 


nn^  ^  nn^  (mod.  K) 
=  1       (mod.^), 

l{nn^)  =  1, 

iWiM  =  1 

X{n)  =  i{n). 

1  (n)  wäre  also  ein  uneigentlicher  Charakter,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 
Was  die  Summe  „^      . 


»=i 

für  eigentliches  x(^n)  und  solche  m  betrifft,  bei  denen 

(Ä-,  m)  =  1 
istj  so  ergibt  sich 

^  2  71  ))in i  _  iit  nini 

«  =  1  n  =  1 

l-  2rtni 

=  xM2xO^)e  *    , 
«  =  i 
wo 


k 

V 


2  nni 


X{n)e  ' 


n  =  l 


eine  allein  durch  li  und  x  bestimmte  Konstante  r(l;  x)  ist. 
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Daher  ist  in  allen  Fällen,  mag  l-  zu  m  teilerfremd  sein  oder  nicht, 

f.  '2  7t  m  n  I 


da  im  P^'alle 
der  Faktor 
ist. 


(/.-,  WM  >  1 


Die  Punktionen    •/(.#•,/). 

Ich  erinucre  zunächst  an  die  für  den  vorliegenden  Zweck  im  §  09 
> 
< 


bewiesene,  für  a:  >  0,  a  ^  0  gültige  Identität 


(1)  ^^^""'^"'''^^y-    ^^~   ^cos{2m:ta). 


m  =  —X 


Die  linke  Seite  nenne  ich  i^^u^x): 

00 

1^1  («,  X)  =2i  e 


7?1  =  —  CO 


Ich  definiere  ferner,  gleichfalls  für  a^  >  0,  a  ^  0,  die  Funktion 
■^^{(x,x)  durch  die  dort  offenbar  konvergente  Reihe 

00 
7/1  =  —  35 

Diese  Reihe  konvergiert  bei  festem  x  auf  jeder  endlichen  «-Strecke 
gleichmäßig,  da  bei  gegebener  endlicher  «-Strecke  für  alle  absolut 
genommen  liinreichend  großen  m 

—  (  — 1  nx 

/         ,         .    —(m  +  a)-nx       ^  et  i         \2/ 

())i  +  u)e  ^       '        <.2  jn\e    ^  ' 
ist.     Daher  ist 

27tx  Ca 


xl,,{a,x)  =  -.;l^^t,{a,x). 


Auch  die  rechte  Seite  von  (1)  darf  gliedweise  nach  cc  ditfereutiiert 
werden,  da  die  entstehende  Reihe 


oc  in'  n 


111=  —  X 

wecfen 


^e      ^  (—  2w2.-T  siu  [27)i7ca)) 
sin  (2))i:tu)    <i  1 
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auf  jeder  «-Strecke  gleichmäßig  konvergiert.     Dalier  ist 


in  =  —  X 


=  — -    ^  nie     ^  sin  (2 iH 7t a), 


;]/ä 


in  =  —  » 


also,  da  der  Summand  eine  gerade  Funktion  von  77i  ist  und  für  ni  =  0 
verschwindet,  2* 

ip^(a,x)  =  — —   ^^me     ""  sin(2mjr«). 
'     j/(  =  1 

Es  sei  nun  7j  >  1  und  i{n)  ein  eigentlicher  Charakter  modulo /,-. 
Die  ganze  folgende  Untersuchung  verläuft  verschieden,  je  nachdem 

;k(/.--i)  =  i 

oder 

l{h  -  1)  =  -  1 

ist;  einer  dieser  beiden  Fälle  muß  vorliegen,  da 

=  %(}) 

=  1 

ist. 

Es  möge  für  rc  >  0  und  jedes  solche  xiji)  eine  Funktion  von  x 
durch  die  offenbar  konvergenten  Reihen  definiert  werden: 

W[x)  =  W(x, x)  =  2^x{»i)o~     '^       für  ;.(/.•  -  1)  =  1, 

m  =  1 

30  Wi  -  Tt  X 

W{x)  =  ^(x,  x)  =  2^xMnie~'~'''    für  x{k  -  Ij  =  -  1. 

m  =  1 

Diese  Funktion  ist  gewiß  nicht  identisch  0,  da  für  große  x  das  erste 
Glied  überwiegt. 

Wix,  x)  genügt  nun  einer  Funktionalgleichuug,  bei  deren  Ent- 
wicklung die  beiden  Fälle  getrennt  zu  behandeln  sind. 

Ich  mache  zunächst  darauf  aufmerksam,  daß  mit  xi}^)  auch  ^(«) 
eigentlich  ist  und  daß  aus  Realitätsgründen 

z(/^-  -  1)  =  iQ^  -  1) 

ist. 
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Wenn  für  w  ^  0  dem  Zeichen  ;f  (w)  der  durch  die  Restklasse 
uiodulo  /r  fixierte  Sinn  beigelegt  wird,  läßt  sich  die  obige  Alter- 
native auch 

schreiben.     Mit  Rücksicht  auf 

x(P)  =  xQO 

=  0, 

lauten   alsdann   die  Definitionsgleichungen  von   W(x)   auch  folgender- 
maßen: 

WCx)  =  W{x,  X)  =  ^X^ni)e~  ^'~      für  ;t(-  1)  =  1, 

JU  =  —  00 

00  >ir  n  X 

W(x)  =  W(x,x)  =^;tWwie~    '    ff"'  x(-  1)  =  -  1; 

H(  =  —  oc 

in   der  Tat  ist  im  ersten  Fall  x(ni^,   im   zweiten  miiin)   eine  gerade, 
für  m  =  0  verschwindende  Funktion  von  m. 
1.  Es  sei 


Dann  ist 


00  (n-\->.kfnx 

k 


'n^,x)=^x(j^)^e 

«  =  1  ^.  =  —  00 

A-  00  /.       1  \" 

-2,x{n)2j^ 

«  =  1  /.  =  —  00 


«  =  1 
also  nach  der  Funktionalgleichung  von  il\ 


00  ;/(■'  71 


Wi.T,x)  -^X{n)~^  ^e     '-^  cos(^  Y'^) 

n  =  1  ;h  =  —  CO 

k  /  oc  >»'  ;r  \ 
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folglich  mit  Rücksicht  auf 

:kxin)  =  0 
11  =  1 

k  00  m-  7t 

'  n  =  1  ?„  =  1 

00  rn'  n       k 


2       "^TJ       kx    'SJ    /    \  /2ninii\ 


.  m  =  1  n  =  1 

Nun  ist 

k 

2^00  sin  (^'7")  =0, 

n  =  l 

da  wegen 

xQ^  -  ")  =  xi~  *0 

=  z(-i)zW 
=  zOO 

die  Glieder  7i   und  Ä"  —  u  sich  aufheben   und   da    das   bei    geradem  k 
vorhandene    Glied  n  =      jedenfalls  verschwindet.     Also  ist 


00  TO-TT       k  2nm7li 

y'kx 


^(x,  X)  =  ,7r-  ^e    '"  2^  W^ 


folglich  nach  dem  Ergebnis  des  vorigen  Paragraphen,  wemi  kurz  t(%) 
statt  r{l',x)  geschrieben  wird, 


m-7t 


2t(z)  >ri-.   N  'iTx' 


ylcA 
<x) 


yix    W'^j 


wo 

eine  von  ä;  unabhängige  Konstante  ist.  Ich  behaupte,  daß  dieselbe 
den  absoluten  Betrag  1  hat.  Nach  der  gefundenen  Funktionalgleichung 
ist,  wenn  man  sie  auf 

anwendet, 
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eil    ■ 


also,  fiills  man  hierin  x  durch        ersetzt, 


uud  daher 

n^,x)-'3<x)V^n^,x) 

yx 

-<x)<x)n^,x), 

also,  da   W(a;x)  nicht  identisch  0  ist, 

Nim  ist  s(j)  zu  f(;^)  konjugiert;  es  ist  nämlich 


^{x)-'2x(:>i)e 

n  =  l 
k 

=2x{^^) 


2  7t  vi 


2mt 


konjugiert  zu 

k  k  2n  11  i 

^ X («)  cos -^=^X (w) e 


und 


Daher  ist 


wie  behauptet. 
2.  Es  sei 


n  =  l 

=  ^{x) 

1  =  f  (z)«(z) 

=  \^{x)  , 


Dann  ist 


k 

e 


71  =  1  /  =  — OC 

k  0 


=/.2,(,oi(A+i).-("'^) 
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=  lc^X{n)rp,(^^,hx) 


w  =  l 

7  "^  /  \        2         -^        ~  i^    .     /2nm7C\ 

« =  1  "^         //t  =  1 

2  "^^       ~T^  'Sn     /   N     •     ßnin% 


^me    '"^  2^00  sin 


Nun  ist 


xVkx 

m  =  1  7i  =  1 


Ä; 


denn  die  Glieder  n  und  /^'  —  n  heben  sich  auf,  und  das  bei  geradem  /i 
vorhandene  Glied  n  =  —  hat  wegen 

>i 

den   verschwindenden  Faktor  %  K  j .     Daher  ist 

ixYk 


in  =  1 

xVkx^^^    ' 

^  m  =  l 


xYk 


\x'  V  ' 


xy  X 

■^^       yk 

gesetzt  ist.     In  dieser  Funktionalgleichung  ist  auch 

l^(z)!  =  i; 

denn  aus  ihr  folgt 


-'-^IsiDxVxWi 
xyx 


xyx 
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also,  -weil   ^F(x,  x)  nicht  identisch  verschwindet, 

und  eij)  ist   auch   hier  zu  6{i)  konjugiert,   wie  folgende  Überlegung 
ergibt.     Es  ist  ^.  2^^ 

n  =  l 

k 

=  i  '^;k(w)  sin"  j^ 


konjugiert  zu 

i^Vn)  sin.-".""  =  -^  x{n)  e 


k 
n  =  l  n  =  1 

=  -  rix). 


nni 

k 


also 
konjugiert  zu 

In  beiden  Fällen  läßt  sich  übrigens  die  Gleichung 

lfU)l  =  l, 
d.  h. 

k  inni 

|^;g(w)e~*~!=]/^ 

n  =  l 

folgendermaßen  direkt  beweisen.    Es  werde  für  jede  Jcie  Einheitswurzel 
die  Summe 

k 
n  =  l 

gesetzt.     Zu  beweisen  ist 

d.  h. 

*  k 

2x (n) 7?"  •  2x(n)  V~i  "=  ^- 
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Wir  betrachten   mm  für  jedes  w?  =  0,  1,  •  •  •, /.•  —  1    den   entspre- 
chenden Ausdruck 

5'(^J  =  l/'(OI' 

n  =  1  re  =  1 

k  k 

Wenn  für 

(q,  Je)  =  1 

jedesmal  q'  durch  die  Kongruenz 

qq' ^  1  (mod.  Je) 
bestimmt  wird,  so  ist 

x(.ü)x{(il  =  h 

i{cL)  =  iwy, 

daher  ist 

n  q 

WO  n  und  q  je   ein   Restsystem   zu  Ji  teilerfremder  Zahlen   modulo  J: 
durchlaufen,  also 

(2)  giy]m)=2%{nq:)yC. 

n,q 

Nun  ist,  wie  in  §  126  festgestellt  wurde,  für  jedes  m  =  0,  1,  •••, 
Jc-1 

f(.Vm)-XMf{7]^), 

also 

l  =  (/{Vi)  fwr  W^'J  =  1- 
Daher  ist 

(3)  29ivJ  =  9^(]^)9{v^ 
Andererseits  ist  nach  (2) 

i - 1  k-1 

^9{vj  =^x{M)^\r'- 

m  =  0  n,  q  m  =  0 

Bekanntlich  ist 

i-i      f  =A-  für  r  =  0(mod.^), 


^0^-  1  =  0  für  r^O (mod. Jej 
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Dalier  ergibt  sich 

Hl  =  0 

n 

n 

=  h(fik), 

also  in  Verbiiidang  mit  (3) 

<p(J^)ff(r,i) 

=  ]c(p{l), 

9iVi) 

=  /.', 

■was  zu  beweisen  war. 

§  128. 
Die  Funktionen  ^(.s,  /)  und  die  Funktionalgleichung' 

für  X(*,  x)- 

Es  sei  immer  noch  x  ^^^  eigentlicher  Charakter  modnlo  ]i  >  2. 

1.  Es  sei 

x{-  1)  =  1- 
Für  ö  >  1  folgt  aus 

c'^X'      dx 


0 

OS 


die  Gleichuns 

*  0 

e      ^    x'^       dx 


n-  n  X      s 


(1)        (Tp^d)-:-/' 

0 

also  durch  Multiplikation  mit  ;^(w)  und  Summation,   da  alles   absolut 
konvergiert, 

{^^r  (I)  Lis,  X)  -f^~'^  X(n)e~"'''"dx. 

0  H  =  1 

Es  werde  —  vorläufig  für  (?  >  1  —  die  analytische  Funktion   ^{s,  x) 
von  .s  (im  vorliegenden  Falle  1.)  durch 

Us,x)  =  {^~^r(^L(s,x) 
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definiert;  dann  ist  also  dort 

0 

2.  Es  sei 
Dann  ist  für  (?>  1,  wenn  in  (1)  s  +  1   statt  s  geschrieben  wird, 

0 

also,  wenn  mit  x(^^^  multipliziert  und  summiert  wird,  wegen  der  Kon- 
vergenz des  Integrals  der  Summe  der  absoluten  Beträge 

0  « =  1 

Es  werde  —  vorläufig  für  ö  >  1  —  die  analytische  Funktion  ^  (s,  %) 
(im  vorliegenden  Falle  2.)  durch 

l(«,;()-(ir^r('  +  ')ife,) 

definiert;  dann  ist  für  ^  >  1 

00 

/»  J  —  1 

0 

Von  nun  an  kann  ich  beide  Fälle  in  einen  zusammenfassen.    Ich 
definiere 

a  =  0  im  Falle  i{-  1)  =  1, 

a  =  1  im  Falle  i{—  l)  =  —  l, 

setze  also  in  beiden  Fällen  für  <J  >  1 

.?  +  a 

(s  +  a 


und  habe  in  beiden  Fällen  für  (?  >  1  gefunden: 

(2)  l{s,i)=\Jw{x,x)x^~' 


s-\-  a 
—  1 

dx. 
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Die  Funktionnlgleichung  für  ''/*'  in  beiden  Fällen  läßt  sich  jetzt  so  als 
eine  Formel  sehreiben: 

WO 

ist. 

Die  rechte  Seite  von  1 2)  werde  nun  in 

1  *  ,+ 

l(s,  X)  =  \J^'i.^,  l)x~^~^dx  +  \Jw{x,  x)x  '  ~'dx 

0  1 

zerlegt.     Nach  (3)  ist  hierin 

1  ^  1 

0  0 

00 

=  ^{x)J  ^Hx,x)x     '  dx, 


also 


l-s  +  a 


(4 j     I (s,  x)  -  jf^ix, x)x'  ~'dx+lE {x)fn^,  X)x     '     " ' dx. 

Nun  ist  die  rechte  Seite  von  (4)  in  jedem  endlichen  Gebiet  der 
s-Ebene  die  gleichmäßige  Grenze  einer  ganzen  Funktion  (nämlich  der 
mit  den  oberen  Integralgrenzen  r,  statt  oj  entstehenden  Funktion  für 
7;  =  oo);  i,{s,  x)  ist  also  eine  ganze  Funktion,  folglich 

s  +  a 

ebenfalls,  was  wir  im  §  124  auf  anderem  Wege  schon  bewiesen  hatten. 
Zugleich  ersieht  man,  daß  im  Falle  q  =  0  die  Funktion  L(s,  x)  für 

5  =  0,  -  2,  -  4,  .  .  . 

verschwindet,  im  Falle  a  =  1  für 

s  =       1,       o,       o,  •  •  •, 


§  128.    Die  Funktionen  ^(s,x)  m»<^  ^^^  FunJctionalgleichung  für  L{s,%).    497 


und  zwar  von  der  ersten  Ordnung  plus  der  etwaigen  Ordnung  der 
Nullstelle  von  ^(s,  i)  in  dem  betreffenden  Punkt.  Ferner:  Die  übrigen 
etwaigen  Nullstellen  von  L{s,  %)  sind  mit  denen  von  i,{s,  %)  identisch. 
Nun  die  Hauptsache!  i,(s,%),  also  L{s,  y)  genügt  einer  Funk- 
tionalgleichung. Wenn  man  nämlich  in  (4)  1  —  s  statt  s  und  zu- 
gleich i  statt  i  schreibt,  so  bekommt  mau 

00  1— «  +  a  00  jt+a 


=  -(Y)l(^,x), 


la  ja 


h  =  '^^^ 


ist.     Also  ist 

(5)  l{s,i)  =  ,{j)l{\-s,-i), 

d.  h.: 

Die  Funktion  t,  bleibt  bis  auf  einen  konstauten  Faktor, 
vom  absoluten  Betrage  1  ungeändert,  wenn  zugleich  .s  durch 
1  —  s  und  1  durch  ^  ersetzt  wird. 

Da  L{s^  %)  sich  nur  um  triviale  (d.  h.  zu  den  klassischen  ana- 
lytischen Funktionen  gehörende)  Faktoren  von  ^(s,  %)  unterscheidet, 
so    ist    dies    also    eine    Funktionalgleichung    zwischen    L  {s,  %)    und 

Aus  (5)  folgt,  da  für  (?  >  1 
also 

ist,  daß  für  (5  <  0 

ist.     Alle  Nullstellen  von  ^(s,  %)  gehören  also  dem  Streifen 

0  <  (5  <g  1 
an.     Übrigens  ist 

also 

1(1,  ^)  +  0, 

Landan,  VerteiluDg  der  Primzahlen.  32 
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L(s,  x)  hat  also   in  der  Halbebene   tf  <  0  nur   die  trivialen  Wurzeln 
erster  Ordnung 

~  ^'J       (7^1   "'id  ganz)       für  a  =  U, 
—  {2q  —  1)       (7  ^  1   und  ganzi       für  n  =  1, 

zusammengefaßt 

a  —  2q       [q  ^  1  und  ganz): 

außerdem  hat  L(s)  für  a  =  0  die  NuUstelle  erster  Ordnung  0.     Alle 
anderen  etwaigen  Nullstellen  von   L[s)  gehören  dem   Streifen 

0<ö<  1 

an  und  sind  von  0  und   1   verschieden. 

Übrigens    ist  —   was    aber    für    das    nächstfolgende    unerheblich 
ist   —   nach  §  115  für  o'  =  1 

L{s,  x)  +  0, 


also  für  6=1 

folglich  für  (J  =  0 

also  für  6  =  0,  t^O 

L{s,x)^0. 

Alle   nicht  trivialen  (d.  h.   von   a  —  2q   nebst   0   für    a  =  0    ver- 
schiedenen) Nullstellen  von  L{s,  x^  gehören  also  dem  Streifen 

0<6<1 
an. 


Einnnddreißigstes  Kapitel. 

Die  Produktzerlciiiiiii?  der  i;aiizeii  Fniiktioiien  7>(.s, /)  bzw. 
(a  —  1)jL(.s>  x)  für  eigentliche  und  iinei^eiitliche   Charaktere. 


§  129. 
Hilfssätze  über  ganze  Fiiuktioueu. 

Satz:    Es  sei 


1  <{>< 


o 


^1,  ^.^,  '  ■  ■    eine    Folge    von    unendlich    vielen    von    Null    ver 
schiedenen  komplexen  Zahlen  derart,  daß  bei  allen   6>0 
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«=1     ^"  n=X      " 

konvergiert.     Dann  genügt  die  ganze  Funktion 

bei  jedem  (5>0  für  alle  hinreichend  großen  r=|Ä;|  und  alle 
zugehörigen  Amplituden  der  Ungleichung 

Beweis:    Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  sei 
0  <  r^  ^  r2  ^  rg  ^  •  •  • . 

Es   werde  q  =  q{r)  für  r  ^  ^^    als   die  kleinste   ganze  Zahl  definiert, 
welche  den  Ungleichungen 

genügt,  und  das  Produkt  f{x),  welches  bekanntlich  eine  ganze  Funk- 
tion definiert,  werde  in 


n  =  q  +  l 


-/7,Ä 


zerlegt. 

Dann  ist 

n  =  \ 

=  e  "' 

r          * 

=  e            " 

S-l  +  ~    -^        1 

32=' 
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9-1+°      ? 

2/-(2;)  4     ^ i_ 

(2r)  4     y l 

<  e  >■„     4 

also  von  eiuem  gewissen  r  an 

Ferner  ist  für    w    <i 


(1  -ti)e"\  =  |e   2     3    • 


=  gi-l«l 


In  77,  ist  stets 
daher  ist 

Im  Falle') 
ist  daher 


<e 


2    ü  ' 


1  « 

r 

77. 

^e 

«  =  1?  +  1 

*+-! 

<2 

»             ^,-f 

2r  1     y         J_ 

=  e  r„      * 

^  ,     «J      CO 

<  e  '■„     4 


tun,  siÄ'^ieZ  f;^?-:^^'^^::';- ^--"-.  -^  ^^^  «»haup. 
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also  von  einem  gewissen  r  an 

l/7.!<^' 


^^4--! 


Im  FaUe 

ergibt  sich  aus  (1)  für  r  ^  1  weiter 


^  +  1^2 


''^2'. 


also  auch  von  einem  gewissen  r  an 

l/7,!<«'    '■ 

Für  alle  hinreichend  großen  r  ist  daher  in  jedem  Falle 

was  von  einem  gewissen  r  an 

<e 
ist. 

Satz:  Es  sei  g(.r)  eine  ganze  Funktion, 

//(0)4=0 
und 

g{x)  =  0(/^ 
wo 

1<^<2 
ist.     Dann  ist  entweder 


(j{x)  =  Äe 
oder 


Bx 


n  =  l 
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oder  g{x)  hat  unendlicli  viele  Wurzeln  |^,,  für  welche 

«  =  l       " 

hei  jedem  d  >  0  konvergiert,  und  es   ist 


g(,)  .  Ae^'lJ[l  -  l-y- , 


d.  h.  in  der  Produktzerlegung  geniigen  nicht  nur  im  Produkt 
konvergenzerzeugende  Faktoren  ersten  Grades  (was  aus  der 
Konvergenz  von  (2)  für  tf  =  2  —  #  folgt),  sondern  vor  dem 
Produkt  steht  alsdann  auch  nur  eine  lineare  Funktion  im 
Exponenten. 

Beweis:  Ich  zeige  zunächst,  daß  im  Falle  unendlich  vieler  Wurzeln 
die  Reihe  (2)  konvergiert.  Die  Wurzeln  seien  nach  wachsenden  ab- 
soluten Beträgen  geordnet.     Für  irgend  ein  festes  n  werde 


e(x)  =  (i-f_)...(i-f_) 


gesetzt.     Dann  ist  für    x   =  3r„  nach  Voraussetzung 

\g{x)    <ae         , 


also 


g{x)  ,        ae 
G(x)\  ^        2"'   '' 


w  log  2  +  log  /7(0)    <  log a  +  (Sr^ 
<loga  +  9r,f, 


also  von  einem  gewissen  n  an 


'"  ^  18' 

1 

1  18 

'•„  ^       1   ' 
,9 
n 
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s-+e 

1 

r^  +  ä 

'n 

< 

18* 

folglich  für  ^  >  0 


womit  die  Konvergenz  von  (2)  für  alle  d  >  0  bewiesen  ist. 
Da  hiernach  speziell 

00 

n  =  l      " 

konvergiert,  ist  also  im  Falle  unendlich  vieler  Wurzeln 

(3)  r/(^V  =  ^-^'-^J7(l-|yS 

n  =  l 

WO  ];{x)  eine  ganze  Funktion  ist;  im  Falle  endlich  vieler  Wurzeln  ist 
jedenfalls  , 

(4)  K^)  =  ^^')]7(l-|)' 

n  =  l 

im  Falle  keiner  Wurzel 

(5)  g{x)  =  e*(-'-), 

wo  li{x)  jedesmal   ganz   ist.     Es   bleibt   zu  beweisen,   daß   in  (3),  (4) 
und  (5)  li-ix)  eine  lineare  Funktion  ist. 
Es  werde  in  jedem  der  drei  FäUe 

g{x)  =  &^'^f{x) 

gesetzt. 

Im  Falle  unendlich  vieler  Wurzeln  ist  also 

und  infolgedessen 

71  =  1       ^ 

?i=i 
eine  ganze  Funktion  von  y  =  a;-.  nämlich 

■      270-1)^ 


504 
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dieselbe  hat  die  Wurzeln  ?/  =  |;,,  für  welcbe  die  Summe  der  reziproken 

.^  -|-  dltcn    Potenzeu    bei   jedem    d  >  0    absolut   konvergiert.      ^   ist 

kleiner  als  1.  Deshalb  gibt  es  bei  gegebenem  d  >  0  nach  dem  ersten 
Satz  des  §  74  unendlich  viele  Kreise  um  //  =  0,  d.  h.  unendlich  viele 
Kreise  um  x  =  0,  unter  denen  beliebig  große  vorkommen,  so  daß 


\ni'-&>^" 


ff      6 


d.  h. 


f(x)\\a-x)\>e 


_,.*  +  . 


ist.     Ferner  ist  nach  dem  vorigen  Satz  für  alle  hinreichend  großen  r 


.9  +  d 
.9+öi 


also  auch 

/•(-  x)  <  e      , 

folglich  ist  für  passend  gewählte  beliebig  große  ;• 

Im  Falle  endlich  vieler  Wurzeln  ist  gewiß  für  alle  hinreichend  großen  r 

im\  =  'm-f) 


>1 

>e 


-2r»  +  ^ 


im  Falle  keiner  Wurzel  für  alle  r  >  0 


,,.,9  +  ä 


Auf  diesen  Kreisen  ist 


In  jedem  Falle  ist  also  für  passend  gewählte  beliebig  große  r 

\f{x)\>e-^''-'^'. 

9?/;(.r)<  3 ?•■•'  +  '*  -t-logrt. 
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Nach  dem  Schlußsatz  des  §  73  ist  also  in 

B  =  0 

für  alle  w  ^  2 

/'■„  =  0, 
was  zu  beweisen  war. 


§  130. 

Anwendung^  auf  |(s,  x)- 

Ich  behaupte,  daß  die  einem  eigentlichen  Charakter  modulo  Ic  >  1 
entsprechende  Funktion 

welche  nach  §  128  ganz  ist  und  für  s  =  0  nicht  verschwindet,  die 
Voraussetzung  des  letzten  Satzes  erfüllt,  sogar  für  alle  -O-  >  1.  Ich 
behaupte  also,  daß  für  jedes  t)-  >  1,  |  s    =  r  gesetzt, 

(1)  i{s,i)=0{e'-') 

ist. 

Wegen 

brauche  ich  (1)  nur  für  <s^\  zu  ko|istatieren.     Nun  ist 


also  für  ö  >  ^ 


Hierin  ist  für  (?  ^  | 


5fe;()  =  (:r'>C-t")^'"' 


n  =  l 


_  «  +  a  r  +  1  !  ,     «1 

ferner    nach   §  75,   falls    nur   bei    gegebenem    ^  >  0    die   Zahl  r  hin- 
reichend groß  ist. 


Ö06  XXXI.    Prodidtzerlegimg  von  L{s,x)  bzw.  {s  —  l)L(s,x)- 

Endlich  ist  für  6>_^ 

i'^;;  -Js« (,:.-,. „irr), 

n=l  n=l 

n  =  1     n- 

Dies  besagt 

^,(s,x)=Oic''^''), 
also  für  alle  0-  >  1 

^{s,x)=0{e'-'). 
Nach  dem  zweiten  Satz  des  vorigen  Paragraphen  ist  also 

(2)  Us,x)  =  Äe'^-^lJ[l-l)e'^, 

WO  im  Falle  unendlich  vieler  q 

(j 

für  alle  ö  >  0  konvergiert. 

Es  ist  leicht  einzusehen^  daß  unendlich  viele  q  vorhanden   sind. 
Denn  sonst  wäre  nach  (2)  für  ein  konstantes  c\ 

wegen 

,    <  f o  für  s  >  2 

L<s,x)  '  — 

wäre  also  für  reelles,  ins  Unendliche  wachsendes  S 

s  ^  a 

d.  h. 

r(s)  =  0(e'^'), 

während  doch  z.  B.  für  ganze  s  >  0 

__     log((s-l)l) 


*  log*  +  0{») 


ist. 
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Damit  ist  auch  die  Existenz  uneudlich  vieler  nicht  trivialer  Null- 
stellen von  L(s,  X)  bewiesen. 
Ob  nicht  vielleicht  schon 

(3)  Z\i\ 

konvergiert,    d.  h.   im   Produkt    die    konvergenzerzeugenden  Faktoren 
ersten  Grades  unnötig   sind,   bleibe   vorläufig   dahingestellt.     Es   wird 
bald   als  Nebenresultat  herausfallen,  daß  (3)  divergiert. 
Aus  (2)  folgt  für  das  zugehörige  L{s,  %) 

Wenn   man    die    kanonische   Produktzerlegung    der    ganzen   Funktion 
L{s,  x)  haben  will,  so  hat  man  für  a  =  0  zu  setzen; 

n  =  1 

für  a  =  1  ist 

1  1 


-m  -m 


2       «  +  1   T~r  / 1      1     S-\-l\  2« 


n  =  l 


C{s  + 


«     •iG-jVT-f.)-^i('-('^/»)-A) 


=^  =  "4^^"'''" "^■'  ■  '■  'm+i^^"'' 


=«..'-27(i  +  .„-Vt)^"'""; 


508  XXXI.    rrtiduktzcrUgung  von  L{s,x)  hziv.  {s — l)L{s,x)- 

daher  ist  jedenfalls 

II  =  1 

wo  5\,   alle   von   0   verschiedenen    W'ur/eln    von    Li 8,%)   in  beliebiger 
Reihenfolge  durchläuft. 

(ö)  ist  die  kanonische  Produktdarstellung  von  1j(s,  %)\  aber  (4) 
ist  für  das  Folgende  viel  praktischer,  da  die  trivialen  Wurzeln  <  0 
von  den  mysteriösen   Wurzeln  im  Streifen 

<»  <  ^  <  1 

(deren  Existenz  bewiesen   wurde,  deren  genauere  Lage  aber  ins  tiefste 
Dunkel  gehüllt   ist)  getrennt  sind. 

Für  einen  beliebigen  Nicht-Hauptcharakter,  auch,  wenn  la-  un- 
eigentlich ist,  haben  wir  in  §  125  konstatiert,  daß 


L{s,x)-fj{l-';f)L,is,X) 


ist,  wo  Lo  ein  L  im  obigen  Sinne  ist,  für  das  also  (4)  und  (5)  gelten. 
Jeder  der  endlich  vielen  Faktoren 

1  - ': 

ist  offenbar 

hat  also  —  wie  man  natürlich  bei  der  übersichtlichen  Lage  der 
Wurzeln  auch  direkter  beweisen  kann  —  nach  dem  zweiten  Satz  des 
§  129  im  Falle  f,  +  1  die  Produktgestalt 


Ae''"fj{^-  'y% 


n=  1 

im   Falle  f.  =  1   die  Produktgestalt 


Daher  ist  hier^^  nach  (4)  und  in  Verallgemeinerung  von  (4) 

(ü,  £(„)  =  «.--'. -17(1- ;>", 

1)  Ich  schreibe  wieder  «,  b,  ?(  und  '^3  nn  der  betreffenden  Stelle. 
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wo  b  die  Anzahl  der  e^,  =  1  bezeichnet  und  q  in  beliebiger  Reihen- 
folge alle   diejenigen  Nullstellen  von  L(s,  i)  durchläuft,  welche  von  0 

und  allen  Nullstellen  von  — - — .^  verschieden  sind;  ferner  ist  nach 

_  -m 

(5)  und  diese  Relation  (5)  enthaltend 

(7)  L{s,  x)  =  S!W^s^~^^'fj{l  -  ~}e"  , 

;t  =  1 

WO  .s„  in  beliebiger  Reihenfolge  alle  von  Null  verschiedenen  Null- 
stellen von  L{s,  x)  durchläuft. 

(6)  und  (7)  gelten  also  für  jeden  Nicht-Hauptcharakter  modulo  /.■. 

Nun  genügt  zufolge  der  Funktional gleichung  des  §  128  für  Lq(s,  X) 
unser  allgemeines  L{s,  %)  folgender  Funktionalgleichung.  Es  möge 
der  Nicht-Hauptcharakter  i  den  eigentlichen  Charakter  X  modulo  K  h 
liefern,  der  eo  ipso  gleichfalls  Nicht-Hauptcharakter  ist^^;  jedenfalls  ist 

X(-l)  =  x(-  !)• 

Es  bedeute  a  den  Wert  0  oder  1,  je  nachdem  %{—  1)  =  1  oder 
=  —  1  ist.     Wird  dann 

C  »-Kt 

(8)  Ms,i^=U{^-'Mi)"  -j^i^^'l^ 
gesetzt,  so  ist 

wo 

IKz)l  =  i 

ist.      Das    ist    eben   eine    Funktionalgleichung    zwischen    L(s,  %)    und 

m-srx). 

Um  nun  auch  den  Hauptcharakter  in  die  Formeln  einzubeziehen, 
so  ist  für  ihn 

/Az)-J7(i-F.)^(^)- 

p  k 
Hierin  ist  das  Produkt  vorn  auch  von  der  Gestalt 


J7('-?.)' 


1)  Wenn  ^  selbst  schon  eigentlich  ist,  ist  eben  K=l:. 


510  XXXI.    l'roduktzerlegtoig  von  L{S,x)  bzic.  {S  —  1)  L{s,x)- 

Über  ^(s)  hatten  wir  in  i^  70  bewiesen,  daß  die  Funktion 

eine   ganze  Fiinktion   ist,   die  bei  der  Vertauscbung  von  s   mit  1  —  s 
ungeändert  bleibt,  also  gewiß  die  Relation 

mit 

erfüllt.    Also  gilt  für  den  Hauptcharakter  das  Analogou  zu  (8),  wenn 
rechts  noch   der   Faktor     , ;,  hinzutritt.     Für  den  Hauptcharakter 

6-  (S  —  1) 

ist  eben  mit  K  =  1,  a  =  0 

«  +  o 

Hs,  x)  =77(1  -p)  {k)       -At(  ^  ^'^  ^)  sd-i)  5 

es   sind  nach  den  Sätzen  des  §  76  auch  die  Analoga  zu  ((3)  und  (7) 

gültig,  wenn  rechts  der  Faktor     ,       ^,  hinzutritt. 

o        °'  s{s  —  l) 

Um   nun   zum  Schluß   für  alle  /*  Charaktere  eine   einzige  Formel 
aufzustellen,  definiere  ich 

b  =  1   für  den  Hauptcharakter, 

b  =  0  für  alle  anderen  Charaktere, 

schreibe  wieder  L.^[.i}  oder  noch  kürzer  L(s)  statt  L{s,  x\   auch   'E,(s) 
statt  i{s,x)  und  habe  somit  als  Gesamtergebnis  dieses  Kapitels  gefunden: 
Es  ist 

worin  die    Buchstaben   folgende  Bedeutung  haben: 

Q  =  (J  oder  1, 
b  =  0  od.'r  1, 
C  ^  0   und   ganz, 

K  I  h, 

die  2\    Primzahlen, 

die   f,,  Einheitswurzel  n. 
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^(s)  eine  ganze  Funktion  mit  der  Funktionalgleichung 

|(s)  =  £|'(l  -s), 

wo  1(5)  die  dem  L(s)  mit  zu  %  konjugiertem  Charakter  ent- 
sprechende Funktion  und  s  eine  Konstante  vom  absoluten 
Betrage  1  ist. 

Es  ist  ,, 

(10)  L{s)  =  -,    --  -  ,  ae*" ^^-  s^  7T(l  --]e^, 

WO  b  die  Anzahl')  der  £,,  =  1  ist  und  q  alle  Nullstellen  von 
L{s)  durchläuft,  welche  nicht  <0  sind. 

n  =  1 

WO  .s„  alle  von  Null  verschiedenen  Nullstellen  von  i(s)  durch- 
läuft. 

Der  Nenner  s  für  den  Hauptcharakter  tritt  natürlich  nur  schein- 
bar auf,  da  er  sich  gegen  die  Nullstelle  von  r —  forthebt. 

Aus  der  Fuuktionalgleichung  folgt  noch 
l'(s)  =  -  ^'(l  -  s), 

^  >)_  =  _  ijl  - ') . 


Zweiunddreißigstes  Kapitel. 

Beweis  des  Nichtverschwiiideiis  von  Ly.{s)  in  einem  gewissen  Teile 
des  kritisclien  Streifens  mit  Anwendung  auf  das  Primzalilproblem. 


§  131. 
Abgrenzung  des  G-ebietes. 

Aus  der  zuletzt  mit  (lOj  bezeichneten  Formel  folgt  für  jede  ein- 
zelne der  h  Funktionen  Ly(s)  {x  =  1,  •  •  -,  h) 

1)  Wenn  man  an   die  Entstehung  der  f,,  denkt,   so   sieht  man:   b  ist  die 
Anzahl  der  Primfaktoren  p  von  k,  für  welche 

ist.  ^■<^>  =  ' 


Ö 1 2   XXXII.  Niditcei-fichin'ndeu  ron  L^  {S)  in  einem  gewissen  Gebiet  und  Anwendungen. 


Ms)  s  *-l  ^  -'    p/«+a\ 


Avo  Q  alle  Nullstelleu  vou  L{s]  im  Streifen  0  <  ö  <  1  exkl.  der  (even- 
tuell vorhandenen)  Xullstelle  5  =  0  durchläuft.  Also  ist  für  1  <  (?  <2, 
/  ^  2  nach  dem  Satz  des  §  77 


jiLj        p  \      L{s)/ 


p,  m 


w  — 2C_pf+{T^. +,.;,.) +iiog/+c, 


Hieraus  folcrt  zunächst  wegen 


..  +  «^— .  >  0 


für  1<6<2,  t^2 

(2)  ^(-^)<ii-g^  +  ^.- 

Cj,  c,  usw.  seien  gleich  so  gewählt,  daß  dieselben  Konstanten  für  alle 
//  Funktionen  L{s)  gelten. 

Ferner  sei  ß  ■}-  yi  eine  bestimmte  Wurzel  mit  'y^2.     Dann  ist 
für  1  <  (5  <  2  nach  (1) 

'"l      i(<T  +  yt)j^        c-|3^  2^°»^    '    ^1' 
also 

Nun  sei 

tto  +  a^  cos  9?  +  •  •  •  +  «„  cos  n^>  ^  0 

eine  beliebige  Cosinus-Ungleichung  im  Sinne  der  §§  65  und  79,  also 
identisch  erfüllt  und  den  Nebenbedingungeu 

0  <  «0  <  «1,  «2  ^  ^*,  •   •,  ^t„  ^  0 
genügend.     Es  werde  für  {N,Jc)=  1 


(;-|i 
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gesetzt,  wo  ca{l!T)   bis   auf  ein   willkürliches  additives  Vielfaches   von 
2Tt  bestimmt  ist.     Es  möge  nun  für  (N,  Je)  =  1 

definiert  werden  und  für  (N,  Ji)  >  1 


gesetzt  werden.     Dann  sind  offenbar 

Z(2)(^),  •  •  •;  ;t(„)(^0 

auch  Charaktere  modulo  k.    Nunmehr  ergibt  sich,  wenn  die  zugehörigen 
Funktionen  ^^  mit  -r     /  x  -r     /  ~ 

bezeichnet  werden,  für  1  <  (?  ^  2,  wenn  in  Z"  nur  die  nicht  in  l  auf- 
gehenden Primzahlen  aufgenommen  werden, 

_JL   <-  JL  loa  v  +  c  —  V'^^Qg-?'^o^("  (p'")  — w^ylogp) 

ff— /i^2         O/l"     1         ^^  ,„ff 

p,  m 

.^-^ ,  logj)  (   "  +  -  "*-  cos  (2öj(p"')  —2  my  logp)  -| f-  -^ cos  («  m  (/")  —  « ;«  y  log2>) ) 

^ilogr  +  q+2^  ____i«L^ ^ : 5 / 


=  ^iog,+o,+|;'2''^:.^l;9*2''f<^'^'+-+If3*2' 


lögi>x(„)(/") 


m{ü  +  nyi) 
p,  in 


Auf  jede  der  Funktionen  i(2)(s),  •  •  •;  ^^„)(5)  ist  (2)  anwendbar.    Für  alle 
Wurzeln  des  gegebenen  L{s)  mit  y^2  und  für  1  <  (?  <  2  ist  also 

7\<o.^+'^^+  "'^^^^^-"''  log  r . 
Daraus  folgt  wörtlich  wie  in  §  79:  Für  jedes 

»i  +  «2  +  •  •  •  +  a„ 


a> 


2(y«7-y«o)' 


1)  Unter  diesen  können  selbstverständlich  gleiche  vorkommen. 
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gibt   es  ein   t^,    so  daß   für  x  =  1,  ■  ■  ■,  li,  t^t^,  <J  ^  1  —  -  ^^^  ^ 

ist.    Aus  Svnniietriegründen  ist  auch  für  I  <  —  t,.,  ff  >  1 , — t-^;., 

»  —        ^"      —  a  log( — *) 

X(s)  =4=  0. 
Es  hat  also  iiach  i<  79  z.  B. 

diese  Eigenschaft. 

§  132. 
Anwendung-  auf  das  Primzahlproblem. 

Satz:  ^Venn  h  y-  i)  ist,  ist  für  y.  =  1,  •  ■  ■,  Ji,  ''j^r^  2,  (?^  1  — ,  ^ 

\L(s)    <Cs\ogf. 
Beweis:  Für  x  =  1  folgt  (Ues  aus  dem  ersten  Satz  des  §  80  wegen 

Für   z  =  2,  •  •  •,  /(    ist   von   einem    gewissen  t   au    i^und   zwar  für 
t  >  e'')  im  obigen  Gebiete  (?  >  0,  also 


H  =  l 

_  ^X{n)       ^.  S{n)  -  8{n-  1) 


n=l  n=t+l 


-2j    n"    +^'^(")(,**        (n+l)V         ([<J+lf 


«  =  1  n  =  t-{-l 


11         1  ,      ../     .    X^  1  \      ,      /.  1 


n  =  l   ,,,       log/  \     «  =  <  +  l^j"      log,'/  \^       \ogl 


=  0(\0gt)+  0(1)+  0(|) 

=  0(loga 
wie  behauptet. 
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Nunmehr  folgt   wörtlich  wie  in  §  80,   daß,  wenn  ein  positives  a 
die  Eigenschaft  am  Ende  des  §  131  hat  (was  z.  B.  a  =  20  leistet)  und 

f 0  ^  3  ist,  für  jedes  l>  <—  im  Gebiete  f^t^,   ö  ^  1  —  ^^^ 

L' (s)       .       ,      o, 

ist;  Iq  werde  >  e^*  gewählt,  damit  dies  Gebiet  der  Halbebene  6  > -^ 

angehört. 

Es  sei  nun  (k,  l)  =  l  und  die  Progression  ky  +  l  gegeben.     Aus 
der  für  (?  >  1  gültigen  Relation  (vgl.  §  118) 


_    _     1      '^         1         L'yXs)   _     '^  lOgP 

~        h^   XA^  Ly.{s)       ^   r' 

y.  =  l  p^^l 

folgt,  daß  bei  jedem  ?>  <  ^    für    f   ^t^,  (?  ^  1  —  ^~^  die  Funktion 
^(5)  regulär  und 

\K(s)\<c,\o^\t\ 
ist;  ferner  hat  K{s)  nach  §  118  für  .s  =  1  einen  Pol  erster  Ordnung 

mit  dem  Residuum    ,    und  ist  sonst  für  a  =  1  regulär. 

Wörtlich  wie  in  §  81  ergibt  sich  also  hier,  daß  für  jedes  «  <  -p 

n(x)  =  \  Li(x)  +  0{xe-"^''°^'') 

ist. 

Es  ist  also  z.  B. 

nix)  =  l  Li(x)  +  0{xe-'^''^^~') 
und  sogar 

n{x)  =  lLi(x)  +  0{xe-'^'^'''''''')- 


33' 
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Dreiunddreißigstes  Kapitel. 
Die  genaue  Priiiizalillormcl  für  die  arithmetische  Progression. 


§  133. 


Hilfssatz  über    /  ,",  . 

Ich  will  mm  analog  zum   Kapitel  19  eine  genaue  Formel  für  die 
mit  n{x)  eng  verwandte  Funktion  entwickeln: 

p   i 

wo  für  X  =  p\"^  das  letzte  Glied  nur  -|  mal  zu  zählen  ist.  Zur  A))- 
wechselung  schlage  ich  dabei  einen  etwas  anderen  Weg  ein.  Icli 
mache  nicht  den  Umweg  über  die  zu  F(jc,r)  analogen  Summen,  muß 
aber  dafür  bei  der  Anwendung  des  C au chy sehen  Satzes  vorsichtiger 
sein,  da  der  Integrand  in  dem  betreffenden  Rechteck  nicht  eindeutig  ist. 
Statt  (1)  braucht  nur  für  jeden  Charakter 

p'"  ä  X 

betrachtet  zu  werden,  da  ja  der  Ausdruck  (1) 

h 

ist. 

Es  ist  für  (?  >  1 

p,in 

eine  eindeutige  reguläre  Funktion  und  nach  §  86  für  o:  >  0 

2  +  r/ 

2Ttif{x)  =  lim  r?*  logL(s)rfs. 

r==oJ    s 

2-r» 

Satz:  Für  6  <—  \,\t    ^1  und  für  ö  ^  —  z  ^  (xiz  =?>,  o,  7,  •  ■  •) 
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Beweis:  Nach  der  Formel  (9)  des  §  130  ist 

1  loo-  '^   _  1  _  _J_  +  Vfi^i^.!  _  1     ^     \     -^     /       , 


c  p'  (s  +  a\ 

i(s)        2      ö^        ^.        s-l^^pl-s,        2        /s -f_a\    "^  |(s)  ' 


r  =  l 


Lil—s)       2      °^"^s— l~^s  "^^jji-*  — f,       2      /l— s+a\  "•"  1(1  — s)  ' 
also  unter  Benutzung  der  Funktionalgleichung 

wenn  i(s)   die   dem   konjugierten   Charakter   entsprechende   Funktion 
bezeichnet, 

c  ^./l-g  +  a\ 

^(i^^«^  =  i  loa-  '^  4-      ^      ^  5  4.  V  t"^2M^  —  1       V       -2       / 
i(l-s)        2^"°5'  ^6--i  "^.s  "^^  jji---f„        2        /i_s  +  a\ 

1 1  loo-—  —  - ^  +  y '"  '^-^"  _  1   V  2  /  _  ^j») 

■^2      o^r        s        s-l  '^^^pl-B^         2   ^/!+_?\         £(s) 

)^     _lnp.^    I    V   gylogi^»'    I    ^fylogi^v       1       V        2       /       1       V    2    )  _L{s) 
^)         '''^K'^^^pl-^-s,.~^^^pl.-¥,       2   ^/ilis  +  a\       2^/Hia\        L(s)  ' 

Nun  ist 


r 


„,  ^        (s  —  a)7c 

r(s)C03^^ 
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also  der  in  (2)  auftretende  Ausdruck 


^\«)   ,    ^  4.^  {s  —  a)7t       ,       , 


Hierin  ist,  wenn  die  Abschätzung  sich  auf  wachsendes    s    bezieht,  für 
6>2  nacli  §  S2    . 


'M-o{\og:,s\): 


l'eruer  ist  für  /  <  —  1 


< 


< 


e'^  +  l 


für  ^  ^  1  also  ebenfalls 

,    (s  —  a)n  ^  ^  e"  -\-  1 


f"  —  1 


und  für  c?  =  4  —  a,  6  —  a,  •  •  •,  1  -{-  2  —  a,  •  •  •  nebst  ^  ^  0  ist 
{s~a)7t         e-"'  —  ! 


tg 


!        e-'^'  +  l 


<1, 


für  6  =  1  -\-  0  —  a{z  =  3,  b,  ■  ■  •),  t^O  also  ebenfalls 


tg<'-°)-<i. 


Ferner  ist  für  (?  >  2 


O^Pr 
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^  («)  ^'sr'iogp 


< 


2 


L{s)    -^  P' 

ur\t\     fii r    /f  =   1    -i-   ■?  —  n     i 


(2)  liefert  also  für  (?  ^  2,    ^  ^  1    und   für  6  =  l  +  s  -  a,  t^O 


was  zu  beweisen  war. 


:^Ilf-)-=0(log's|), 

i(l  —  S)  ^     °       '-' 

folglich  für  (7  <  —  1,  ^  i  ^  1   und  für  6  =  —  z  +  a,  <  ^  0 

^'/*)=  0(log  1-s  ) 
L{s)  ^     °  ^ 

=  ö(log>|), 

§  134. 
Hilfssätze  über  N{T). 

Es  sei  jetzt  N{T)  die  Anzahl  der  Nullstellen  q  von  i>(s),  deren 
Ordinate  zwischen  0  (exkl. )  und  T  (inkl.)  liegt.  Zwar  liegen  jetzt 
die  Nullstellen  nicht  symmetrisch  zur  reellen  Achse;  aber  es  genügt 
doch,  die  Nullstellen  iu  der  oberen  Halbebene  zu  betrachten,  da  ja 
auf  der  reellen  Achse  zwischen  0  und  1  keine  oder  nur  endlich  viele 
liegen  und  die  Nullstellen  in  der  unteren  Halbebene  konjugiert  zu 
denen  von  L(s)  in  der  oberen  Halbebene  sind. 

Satz  1:  Es  ist 

NiT-^l)-N(T)=  0(logT). 

Daraus  folgt,  daß  auch  im  Ordinatenintervall  —  T  (exkl.)  bis 
-  {T  +  1)  (inkl.)  -nur  0  (log  T)  NuUstellen  liegen. 

Beweis:  Nach  der  schon  in  §  131  für  einen  anderen  Zweck  be- 
nutzten Identität 

..        L%s)_h~h_J       ,r_i L^J    ,V/-     4--] 

^^         L{s)  s  s  — 1  "^  2    p/s+_a\    '^^\s~Q^  q/ 

ist 

^\s-Q^  q)         L{s)   "+"      s      '^  s-1        ^  +  2        /s_4-^\  '  ' 
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Für  .9  =  2  +  Ti  ist  also 

I) 

Daraus  folgt  W()rtlich  wie  in  ij  84  der  Satz  1   und  aiieh  die  beiden 
folgenden  J>iitze: 
Satz  2: 

Satz  3:   Für  s  =  ö  +  Ti,  —  1  <  ö  ^  2  ist 

2C-^,  +  i)-o(iogr). 

Aus  Symmetriegrüuden  ist  auch  für  s  =  <5  —  Ti,  —  1  <  ö  <  2 

§  135. 

Die  Zahlen  T    und  Hilfssatz  über  log  L{s). 

Nun    mögen    wie   in   §  '6b   Zahlen    ^'^   (^  =  2,  3,  •  •  ■)    eingeführt 
werden,    wo  ^  <  T^  <  ^  +  1    ist;   hier   ist   darauf  zu   achten,   daß  T^ 

und  —  2'   von  ieder  Nullstellenordinate  mindestens  den  Abstand     , — ^ 

9  -^  c„  log  T.j 

haben,  was  eben  nach  dem  Satz  1  des  §  134  erreichbar  ist. 

Nachdem  ich  diese  Zahlen  fixiert  gedacht  habe,   beweise  ich  Ai!\\ 
Satz:   1.  Wenn  man  die  für  (J  >  1   reguläre  Funktion 

längs    der    Ordinate    T,^  (r/ =  2,  o,  •  •  ■")    oder   der   Ordinate  ~T 
nach  links  fortsetzt,  ist  für  ö  ^  2,  t  =  T,    bzw.  6<2,t  =  —T 

I  log  Z(i)  I  <  Cg  (3  -  (?)  log-  s  . 

2.  Wenn  man  für  ungerades  z^S  den  gefundenen  Wert  von 

logL(-.-  +  a  +  7;0 

längs  der  Vertikalen  6  =  —  (z  —  a)   nach    unten    fortsetzt,    ist 
für  6  =  -  2  -\-a,  T,^>t>-  Tj 

\ogL(s)\<  cjz  4-  T^)log-(.-  +  T,^). 
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Beweis:    1.  Für  —  1^6<2,  t  =  ±  T^^  ist  nach  der  Formel  (1) 

des  §  134 

wo  I  ±  T^  —  ^  I  ^  1  in  2J',  <  1  in  2J"  ist.  Rechts  sind  die  drei  ersten 
Glieder  0(1),  das  yierte  0(log|s|),  das  fünfte  nach  dem  Satz  3  des 
vorigen  Paragraphen  auch  0(log  6|);  das  sechste  hat  nach  Satz  1  des 
vorigen  Paragraphen  O(logjf',^)  Glieder,  die  nach  Definition  der  T^- 
Zahlen  gleichmäßig  O(log  T^)  sind.    Daher  ist  für  —  1  <  <?  <  2,  ^  =  +  T 

~\    <  ^5  log"  s  . 

Für  6  <—l,  t  =  ±T^  ist  nach  dem  Satz  des  §  133 

\L'{s)     ^      ,       .    I 

<f,;l0g2|s|. 

Für  6  <2,  t  =  ±  T^j  ist  also 


Nun  ist 


^  ^^^  I  <r  c  loo-2 1  e  I 


logX(s)|  =  jlogi(2  +  T^fy  +f^^du\', 


+  T..  i 


auf  dem  Wege  von  s  nach  2  +  T^i  ist  der  absolute  Betrag  des  Inte- 
granden 

<c,log^(Max.{\s\,  \2±T^i\)) 

also 

\logL(s)\<c,  +  (2-6)c^log'\s\ 

<c,{3-0)log'\s. 

2.  Für  6  =  —  2-]-a,  T,^^t^—T^^  ist  daher,  wenn  der  Satz  des 
§  133  nochmals  angewendet  wird, 

logi (s)  1  =  log  i:(-  ^  +  Q  +  T^i)  +J    ^>j  du  j 

-z  +  a  +  r^^t 
<C3(:3  +  ^-a)log^';-^+a+T^^  +2rc,log  -z-^a-\-T^i\ 

<c,(^+r^)iog2(^  +  T^), 

wo,  wie  erforderlich,  c^  von  z  und  g  unabhängig  ist. 
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§  1:^6. 
Auwenduug  des  Caiichyscheii  Integralsatzes. 

Es  sei  nun  /  >  1,  r/  fiue  gauze  Zahl  ^ '2,  z  eine  ungerade  Zahl 
^3.      Der   (Jauchysche   Satz   werde   auf"  den   lategranden  —  logL(s) 

und  bei  positivem  Umlauf  auf  das  Rechteck  mit  den  Ecken  '2+Ti, 

—  2-\-a  ±^  'J]J  angewendet,  welches  längs  jeder  Horizontalen  ^  =  >'  (^  ^  0) 
im  Ordinatenintervall  (—  7',^  •  •  •  T,^),  welche  mindestens  eine  Nullstelle 
von  L(s)  enthält,  von  —  z  -\-  a  -\-  y  i  bis  zu  der  am  weitesten  rechts 
gelegenen  Nullstelle  aufgeschnitten   ist,   längs   der  reellen  Achse  von 

—  z -}- a  im  Falle  des  Hauptcharakters  bis  1,  im  Falle  eines  Nicht- 
Hauptcharakters  bis  0  oder  bis  zu  der  größten  positiven  Nullstelle, 
falls  es  welche  gibt.  Dann  ist  der  Integrand  im  Innern  dieses  ein- 
fach zusammenhängenden  Bereiches  regulär.  Auf  dem  Rande  hat  er 
den  Pol  (für  l-a4-b-b  =  0)  bzw.  (für  1  -  o  -f  b  -  b  >  Oj  die 
algebraisch-logarithmische  Unendlichkeitsstelle  s  =  0  und  als  logarith- 
mische Unendlichkeitsstellen: 

1.  Für  den  Hauptcharakter  5=1  (sonst  nicht), 

2.  die  etwa  vorhandenen  reellen  Nullstellen  von  L{s)  zwischen  U 
(exkl.)  und   1   (exkl.), 

3.  5  =  _  2  -f-  a,  -4  +  a,  ■  ■■,  -  2  [-|-]  +  a  =  -  .~  +  1  -f  q, 

4.  die  Q,  für  welche  —  T^  <  y  <  0  oder  0  <C  y  <i  T    ist. 

Bei  der  Anwendung  des  C auch y sehen  Satzes  darf,  wenn  beide 
Ufer  jedes  Schnittes  durchlaufen  werden,  in  jede  logarithmische  Ver- 
zweigungsstelle (also  in  die  Punkte  obiger  vier  Kategorien)  hinein 
integriert  werden;  nur  beim  Punkt  0  ist  nach  oben  und  unten  ein 
Umweg  zu  machen;  d.  h.  er  Averde  nach  oben  und  unten  durch  je 
einen  Halbkreis  (um  ihn  1  mit  dem  Radius  Ö  vermieden,  wo  d  so  klein 
gewählt  sei,  daß  jede  andere  singulare  Stelle  außerhalb  l)leibt. 

Der  r' auch y sehe  Satz  gibt  für  den  Gesamtunilauf 


ß. 


^\ogL(s)ds  =  0. 

Es  mögen  auf  dem  Schnitt  mit  positiver  oder  negativer  Ordi- 
nate y  gleich  allgemein,  von  links  nach  rechts  betrachtet,  die  ver- 
schiedenen Nullstellen  q^,  •  ■  •,  p,  mit  den  Ordnungen  X^,  •  ■  •,  A„ 
liegen.     Da 

log  L(s)  -  A„  log  (s  -  Q„)         (n  =  l,.-;v) 
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in  p,,  regulär  ist,  so  lautet,  wenn  Qq  den  Endpunkt  —  z  -\-  d  -{■  yi  des 
Schnittes  bezeichnet,  der  auf  beide  Ufer  der  Teilstrecke  von  Qn_x  bis 
Q^  bezügliche  Beitrag  zum  Integral 

r"' 

{'n  - 1 

das  Integral  über  beide  Ufer  des  ganzen  Schnittes  ist  also 

über  alle  q  mit  der  Ordinate  y  erstreckt,  wobei  mehrfache  q  entspre- 
chend oft  zu  zählen  sind. 

Beim  Schnitt  längs  der  reellen  Achse  bewirkt  jede  negative  Null- 
stelle —  2q  -\-  aiq  =  \,  ■  ■  ',\  —  \\  auch  den  entsprechenden  Beitrag 

-29  +  a 
-  -  +  a 

für  jede  rechts  von  0  gelegene  Nullstelle  r  (wo  mehrfache  r  mehrfach 
zu  zählen  sind)  liefert  die  Strecke  —  ^  +  a  bis  r  (exkl.  —  Ö  bis  Ö) 
ebenso  den  Beitrag 

-()  r 

(1)  2ni(^f^ds+f'^-dsy,   . 

für   1  tritt,  da 

logL(s)  +  I)log(s- 1) 

dort  regulär  ist,  d,er  Beitrag 

-6  1 

(2)  -2^ib(Jf./.+/fr/s) 

-z  +  a  d 

auf  Außerdem  ist  für  den  Punkt  0,  welcher  Nullstelle  (1  —  a+  b  —  b)ter 
Ordnung  von  L{s)  ist^\  der  Beitrag 

-ä 

(3)  2;r/(l-a  +  b-6)  r-^'^Z.s 

. —  z  +  O 

1)  Natürlich  kanu   1  —  a-fb  —  b  =  0   sein,   uämlicli  für  a  =  0,   D  =  1, 
b  =  0  und  für  n  =  1,  b  =  0,  b  =  0. 
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zum  horizontalen  Schnitt  in  Anrechnung  zu  bringen.    Endlich  ist  für 
die  beiden  Halbkreise  um  0  hinzuzufügen: 

d  -it 

(4)  J-^' log  L(,}c(s  +J-^\o^lAs)ds, 


-<f 


wo    im    ersten  Integral   der  obere,    im   zweiten   der  untere  Halbkreis 
gemeint  ist  (während  die  obigen  Integrale 


ds 


alle  geradlinig  zu  verstehen  sindj. 

Der  horizontale  Schnitt  (inkl.  der  beiden  Halbkreise)  liefert  also, 
da  das  Resultat  von  d  unabhängig  ist  und  da  für  zu  0  abnehmendes 
d  der  Ausdruck  (1)  und  der  Ausdruck  (2),  also  auch  die  Summe  der 
Ausdrücke  (3),  (4)  einen  Limes  hat,  den  Beitrag 

Y  -2q  +  a 


(5) 


.•V 


rf 


2%iy^        I  —  ds 

-6  t  -d 


+  2:Tiy^\im   (  /  "'\ls  -i-f^ds)  -  2n-ailim  (  f^\ls  +f~ds) 

^       ~     -:  +  a  0  ~     -2  +  a  ö 

ä  -d  -ö 

+  lim  (  f''\oiyL(s)ds+l  ''\ogL(s)d.^  +  '27ti(^l~a  +  h-h)ß-ds)- 

()=:0    \t/        *'  .  J         -^  «,/      S  / 

-  r)  d  -:+a 

Was  den  letzten  lim  in  (5)  betrifft,  so  läßt  er  sieh  zunächst  im 

6=0 

Falle   1— Q-f-b  —  b  =  U  folgendermaßen  berechnen.     Er  lautet  dann 
d  -ä 

lim  (  J  y  log  L(s)ds  +  /  -^  \ogL{s)ds  )  ; 

—  (5  (1 

/>(0)  ist  nicht  0,  jeder  Zweig  logifs)  also  in  der  Nähe  von  .s' =  0 
regulär;  logL(O)  bezeichne  den  Wert,  welchen  die  Funktion  bei  Fort- 
setzung längs  der  reellen  Achse  aus  der  Halbebene  (J  >  1  heraus  und 
bei  Vermeiduntj  der  etwa  vorhandenen  singulären  Punkte  1  und  r 
durch  Umwege  nach  oben  annimmt.  Dann  ist  in  der  Nähe  von  .s  =  0 
beim  ersten  Integral 

log//(s)  =  logL(O)  -f-  u^ä  +  «2«'  +  •  •  •, 
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beim  zweiten,   wenn  e  die  Anzahl  der  positiven  Nullstellen  Ton  L(s) 
bezeichnet, 

logi(s)  =  logi(Oj  —  2(e  —  6)3ri  +  a^s  +  a^s^  +  •  ■  •; 
also  beim  ersten  Integral 

^logL(s)-'«  +  /i,  +  A.  +  ..., 
beim  zweiten 

«=*i        T/  \        logi(O)  — 2(c  — b)7r*     ,  , 

y  logX(5)  =  s  +  7n  +  ns  +  •  •  •: 

daher  hat  das  erste  Integral  den  Grenzwert 


s 
ds 

s 


lim    /  -~logL(s)ds  =  limlogiy(O)  / 

=  —  logL(0);ri, 
das  zweite  den  Grenzwert 

-ö  ■  -J 

lim    ß'  logL{s)ds  =  lim  (log  i(0)  -  2(e  -  h)oti)  (- 
(5  =  0?/*  rf  =  o  y    ^ 

=  —  (logL(Oj  —  2(e  —  h):ii)7ti. 

Der  letzte  Limes  in  (5)  ist  also  im  FaUe  L{0)  =^0 

27ti(—  logX(O)  +  (e  —  h)7ci). 

Im  Falle 

L(0)  =  0, 
d.  h. 

l-a+b-b>0 

ist  in  der  Umgebung  von  s  =  0  oben 

logi(s)  =  (1  —  a  +  b  —  6)  logs  +  A  +  o;i5  +  a.,«-  +  •  •  ■ 

wo  logs  den  Wert  oben  bezeichnet  und 

X  =  lim  log 


„      o  „i-a  +  b-b 

=  lim  (log  X(6)  —  (1  —  a  +  b  —  6}  log  s) 

s  =  0 

bei  Fortsetzung  längs  der  reellen  Achse  nach  0  hin  mit  Ausbuch- 
tungen nach  oben  um  die  vorangehenden  etwaigen  singulären  Punkte 
ist.     In  der  Umgebung  von  .s  =  0  ist  unten 

log  i>(s)  =  (1  —  a  +  b  — t))logs  +  {X  —  2ic—h)7t.i)  +  ci^s-\-a,s--}----, 
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wo  log^.'  den  Wert  unten  bezeichnet.     Daher  ist  oben 

'^  log L(S)  =  ^l  -  a  +  b  -  b)  ^"  logs  +  '  +  /j«  +  /ij^  +  •  ■  •, 
unten 

-  log  L{s)  =  (^1  -  a  +  b  -  li)  ^,  log  s  + '-—  -^    ^  y^j^y^s  +  '- 
Also  ist  der  letzte  Limes  in   ( 5) 

-6  -6 

2ni{-  A  +  c  -  b  .t/)  +  ( 1  -  n  4-  b  -  ti^  lim  (  1 ''\ogsds  +  2:rih^ d.'i). 

'"        -d  - i  +  0 

Hierin  ist 


—  d  -c  +  a  — t)  —  z  +  a 

n  —z  +  a 

-n  -Ö 

=  lim  f  i  j  (log d  -\-  (ff)d(p  -{-  '2ni  1  ^  ds) 

~         n  - ;  +  a 

-6 

=  2:;r«lim  (  —  log  d  +  /  —ds\. 

-z  +  a 

Der  Gesamtl^eitrag  des  horizontalen  Schnittes  mit  Halbkreisen 
ist  also  in  jedem  Fall,  wenn  r  die  reellen  Wurzeln  ^  0  von  L{s) 
durchläuft,  unter  denen  c  positiv  seien, 

7=i-;+a  r  -.-+0  d 

-d  1 

-  2;r/blim  (   / ^\/.s  +  /  ^\ls)  +  '2ni{-  log  L  0)  +  (c  -  bjTii), 


-  z  +  a 
WO  im  Falle 

L(())  =  0 


§  13G.    Anicendung  des  Cauchyschen  Integralsatzes.  527 

unter    dem     sinnlosen,    dem    Gliede    oder    den    Gliedern    r  =  0    ent- 
sprechenden Komplex 

-()  r 


r  =  o 
ZU   verstehen  ist 


^'ro(/v'''- +/!'''*) -'"s-tw 


-0 

lim(2'       fyds  -  log L{d)). 


In  der  Tat  tritt  im  Falle 

i(0)  =  0 
an  Stelle  jenes  Komplexes  der  Ausdruck  auf: 


■  ö 

s 

—  2  +  a 


-A  +  (l-a+b-b)  lim  (  -  log  ö  +    f- 

—  2  +  a 

-ö 

=  -lim(logL(())-(l-a+b-Ii)logd)  +  (l-a  +  b-b)lim(-log^+/ ^W") 

-S 
=  lim  (^(1  -  Q  +  b  -  b)  Ty  (/s  -  log  i>(  d)) 

Es  mögen  von  jetzt  ab  unter  q  nur  die  nicht  reellen  Wurzeln 
verstanden  werden,  also  die  r  ausgesondert  bleiben.  Darm  hat  die 
Anwendung  des  Cauchyschen  Satzes  ergeben:  Falls  I,  II,  III,  IV, 
von  2  —  T^ß  an  nach  oben  gerechnet,  die  vier  Rechteckseiten  be- 
deuten, dabei  IIL  ohne  die  inzwischen  zu  durchlaufenden  Schnitte, 
so  ist 


(6) 


2       -2?^+a 

's 


-rf  r  -d  1 


+  2:ri{—  logZ(O)  +  (e  —  hjjti), 
wo  im  Falle 

Z(0)  =  0 
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der  Punkt  0  nach  den  früheren  Festsetzuncjen  (1  —  a  +  t>  —  B)mal  als  r 
gerechnet  wird  ( e  aber  doch  nur  die  Anzahl  der  r  >  0  bezeichnet) 
und    unter  dem  alsdann  sinnlosen   Komplex 

( l  -  n  +  b  -  b)  lim    (   /  ""jls  +  I  ^V/s)  -  log  L(0) 

-z  +  a  () 

der  Grenzwert 

-d 

lim  ( (1  -  a  +  b  -  b)  f'^^ds  -  log L{d)) 


d=0 

—  -■  +  Q 


für  positives  abnehmendes  d  verstanden  wird,  wo  ]og Li^d)  den  Wei't 
am  oberen  Ufer  bezeichnet. 

§  137. 

Grenzübergang  ,^  =  oo. 

Ich  gehe  nun  in  der  Formel  (6)  des  vorigen  Paragraphen  zur 
Grenze  2  =  oo  über,  wo  2  ungerade  Werte  durchläuft.  I  ist  von  z 
unabhängig.  Auf  III  bezeichnet  log  L(s)  den  Wert  beim  zweiten 
Teile  des  Satzes  aus  §  135  mit  einem  Fehler,  der  absolut  genommen 
höchstens  das  2;r fache  der  Wurzelzahl  im  Rechteck,  d.  h. 

ist,  wo  N(T^)  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  L{s)  mit  positiver  Or- 
dinate <  T,^  bezeichnet.     Daher  ist  auf  111 


s 


logL(s) 


< c,,x-^  +  HS^  +  T,)  log'^  {z  -i-  ZJ)  +  N(T,)  +  N'T,)). 

Der  Integrand  hat  also  gleichmäßig  für  .?  =  oo  den  Limes  0;  da  die 
Weglänge  von  £  unabhängig  ist,  hat  das  Integral  den  Limes  0. 

Ich  behaupte  ferner,  daß  die  Integrale  über  II  und  IV  für^^oo 
je  einen  Limes  besitzen  und  einfach  über  die  unendlichen  Geraden 
t  =  j2  Tg  von  (j  =  2  bis  6  =  —  oo  erstreckt  werden  können.  In  der 
Tat  ist  nach  dem  ersten  Teil  des  Satzes  aus  §  135  für  t  =  +  T,,,  6^2 

(1)  flog  JAS)   <f~c,iS-a)\og'\s\ 

<CiiX"(d  —  6). 
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Ferner  konvergiert  in  der  Formel  (6)   des  vorigen  Paragraphen 
rechts  jedes  der  endlich  vielen  Glieder 


/ 


ds 
s 

-z  +  a  +  yi 


gegen 


I  —ds  =  Li{oc^)  +  ni, 


—  oo-f  Y% 

je  nachdem  y'>0  oder  y  <  0  ist,  desgleichen  jedes  der  endlich  vielen 
Glieder 

-d  X 


i;m{J^ds  +  f^ds) 


gegen 

Ferner  konvergiert 


-j  1 

's 


lim  (      I  —ds  -{-  I  —  di 


—  t  +  a  d 

gegen 

Li(x). 

Endlich  ist,  da  alle  Elemente  negativ  sind, 

z 


lim^       I  ~ds  =^     j  ^ds 

*~"  =1    -00 

<y  =  l     1 

=  _  f     y^^y 

J  2/ log  2/ (2/^—1) 

X 

^_r dy 


2/'""  log  2/ (2/^-1) 
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Der  Grenzübergang  z  =  ex  hat  also  ergeben: 
(2)     I  +2x/(:rO-logZ(0)  +  (e-b).Ti 

— -^y'  2-r^,  2+V^.- 

Hierin  bedeutet  im  Falle 

Z(Oi  =  0 
der  sinnlose  Komplex 

(1  -  0  +  b  -  h)Li(x'')  -  logL(O) 
den  Grenzwert  _  ^ 

lim((l  -  a  +  b  -  b)  /  -  ^5  -  logi(  d))  ; 

—  00 

derselbe  kann  auch  in  die  Form 

lim  ((1  -  a  +  b  -  h)  Li{x^)  —  logL{ö)) 

gesetzt  werden;  in  der  Tat  ist^) 

-d 


lim(  jjds-Li{x'^)^  =  0. 


§  138. 
Grenzübergang  g  =  oo  und  Endformel. 

Jetzt  gehe  ich  zur  Grenze  g  =  oo  über.     Das  zweite  Integral  auf 
der  rechten  Seite  von  §  ]'dl,  (2)  konvergiert  nach  §  1;)3  gegen  2nif{x). 
1)  Denn  es  ist  _^  ,j 

Li{x^)  =  lim  (^     /  "^^  ds  -^  I  ^'  ds\ 

—  00  f 

also 

-d  -f  ä 

Js   '^s-Liix'j^-Um{  jl  ds+J}ds)- 

-00  -0  f 

dies  hat  für  6  =  0  den  Limes  0,  da  für  c)  >  0,  f  >>  0 


ist. 


f>fi  =  ^ 
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Das  erste  und  dritte  Integral  rechts  konvergieren  gegen  Null,  da  nach 
§  137,  (1)  auf  dem  Wege 

.5  I  IJ 

I  y  log  i  (S)  j  <  j^  C3  (3  -  (?)  I0g2  ,  S  I 

log«  T, 
9 
also  der  Wert  jedes  der  beiden  Integrale  absolut  genommen 

2 

log'  T   r 

ü    ^ 

ist,  was  für  g  =  (X)  den  Limes  0  hat. 
Daher  erhalte  ich 

f{x)  =  hLi  {x)  —  lim       ^{^  *  (^'')  +  ^  0 

oc 

+  fi-ai    '''    .     ,;  -yJLiix^)  +  log  L  (0)  +  (b  -  e)  ^i; 

da  hiermit  die  Existenz  von 

lim  ^{Li{x'^)  +  %i) 

bewiesen  ist,  folgt  nunmehr  leicht  die  Konvergenz   der  nach  absolut 
wachsenden  y  geordneten  Reihe 


denn  es  ist 


wesren 


lim        ^\Li{x^)  -^  7ti\==0 

(7  =  00   y^\y\  S3  +  I 


Li{x^)  +  ni\^       i~d 

—  <x>+yi 
1 


—  00 

X 


g\ogx 
und  Satz  1  des  §  134. 
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Damit  ist  die  Eudformel  bewiesen: 

00 

(j  J  7/      "log2/(y-— 1) 

-2:Li(,x'')  +  logZ(O)  +  (b  -  t)7ti, 

r 

WO,  ura  es  nochmals  zu  sagen,  im  Falle 

X(0)  =  0 

unter 

-  (1  -  a  +  b  -  b)  L?(:rO)  +  logL(O) 

der  Grenzwert 

lim  (—  (1  -  Q  +  b  -  b)  Li{x^)  +  log  L{d)) 

zu  verstehen  ist  und  Q,  h,  b,  e  folgende  Bedeutungen  haben: 
a  =  0  für  ;k(-1)  =  1; 
a=l  für;t(-l)  =  -l; 
b  =  1  für  den  Hauptcharakter, 
b  =  0  für  jeden  anderen  Charakter; 
b  =  der  Anzahl  derjenigen  in  /.■  aufgehenden  Primzahlen,  für  welche 

X(j))  =  1   ist; 
e  =  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  von  L(^s), 

und  wo  logL(O)  bzw.  logX(ö)  den  Wert  bei  Fortsetzung  längs  der 
reellen  Achse  mit  Ausbuchtungen  nach  oben  um  die  singulären  Punkte 
bezeichnet. 


Vierunddreißigstes  Kapitel. 
Genauere  Abschätzung  von  N{T). 

§  1B9. 

Reduktion  auf  N^iT). 

Ich  will  jetzt  N{T)  analog  zum  Kapitel  20  möglichst  genau  ab- 
schätzen. Für  den  Hauptcharakter  ist  offenbar  Nil')  das  alte  N{T) 
plus  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  endlich  vielen  Faktoren 

mit  positiver  Ordinate  <  T;   da  jeder  solche  Faktor 

iy/T+0(l) 
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Nullstellen  im   Ordinatenintervall 

0<t<T 
hat,  ist  j 

l  +  log(27r)-^logp,, 

N{T)  =  ^  riog  T  — ^^ T+0  (log  T). 

Dcasselbe  Resultat 

.Y(T)  =  ^  Tlog  T+^T+O  (log  T) 

mit  konstantem  Ä  werde  ich  für  jedes  andere  L(s)  erhalten.    Da  die 
Anzahl  der  Nullstellen  von 


im  Ordinatenintervall 
offenbar 


770  ^Ä) 

1  =  1 
0<t£T 

c 
^logi?,, 


^^i^-T+0(l) 

ist,  habe  ich  also  nur  zu  beweisen,  daß  die  Anzahl  Nq(T)  der  Null- 
stellen Q  von  ^(5)  mit  positiver  Ordinate  ^  T  die  Gestalt  hat: 

NoiT)  =  ~  T\ogT^Ä,T  +  O(logT), 

wo  Äq  eine  Konstante  ist,  die  ich  überdies  bestimmen  werde. 
Darin  liegt  speziell  enthalten,  daß 

über  alle  Wurzeln  von  |(s)  erstreckt,  divergiert,  wie  in  §  130  ange- 
kündigt wurde  und  sich  im  übrigen  auch  direkt  beweisen  ließe  ^). 


l)  Im  Falle  der  Konvergenz  jener  Reihe  wäre  nämlicli,    \s\  =r   gesetzt, 


Q 

also  nach  §  130,  (2) 

woraus  wie  dort  ein  Widerspruch  folgt. 
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§   140. 

Beweis  des  Satzes  über  ]S\{T). 

Es  darf  ohne  Beschiäukung  der  Allj^emeinheit  angenommen 
•werden,  daß  T  keine  Nullstellenordinate  ist.  d  >  0  sei  kleiner  als 
alle  positiven  Nullstellenordinateu  gewählt.     Dann  ist 


2^N,{T)  =  ^J^i^^ds, 


wo  das  Integral  in  positivem  Sinne  über  das  Rechteck  mit  den  Ecken 
2  +  di,  2  +  Ti,  —  1  +  Ti,   -  \  +  di  erstreckt  ist. 

Das  untere  Stück  (—  1  +  ö/  •  •  •  2  -f-  ö/)   ist   von  T  unabhängig. 

Auf  dem  rechten  Stück  (2  -\-  Öi  •  •  -  2  -\-  Ti)  ist  wegen  der  aus 
i?  130,  (9)  fließenden  Identität  (b  ist  hier  0) 

...    L'{s) _  1 ,    '^  ,  V  v''"^''"^'-  ^  _Aj  -^  .  ^>) 

.=1  «,=1  J-  [2    ) 

nach  dem  Satz  3  des  §  90  über  r(.s)  und,  weil  -^  .  links  und  das 
zweite  Glied  rechts  absolut  konvergente  Dirichletsche  Reihen  sind, 

2  +  ri  2+7"* 

2  +  rf--  2 

=  -^riog^.+  [log|-f +0(logT). 
Auf  dem  linken  Stück  (—  1  +  Ti  •  •  •  —  1  +  (5/)  ist  wegen 

-l  +  cJi  -1 


-  1  +  7'i 


•1 

10 


-1  +  7'/ 


_0(l)  +  3/^'«rf., 


I(«) 
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also   nach  der   obigen   Rechnung,  die  natürlich   in  der  unteren  Halb- 
ebene ebenso  verläuft, 

=  -It  log  I  +  l  log  I  -  ^  +  O(log  T). 

Auf  dem  horizontalen  Stück  oben  (2  +  Ti  •  •  •  —  1  +  Ti)  ist,  wenn 
Q  alle  Wurzeln  ron  t,  (s)  durchläuft,  nach  §  130,  (2) 

Nach  (1)  ist  für  s  =  2  +  Ti 

If  =  o(iogn 


^C-lv  +  J)  =  o(iogn 


also,  obgleich  hier  g  im  Gegensatz  zu  §  134  nur  die  Wurzeln  von  |  (s), 
nicht  auch  die  von 


U('-y) 


(exkl.  eventuell  s  =  0)   durchläuft,   hier  (wie  beim   Satz  3    dort)   auf 
dem  horizontalen  Wege 


2C-^  +  ^)-oaogr); 


ferner  hat 


\T-Yl<l 

nur  O(logT)  Glieder,  so  daß 

=  0  (log  T) 
ist.     Das  obere  Stück  liefert  also  den  Beitrag 

O(logT) 
und  damit  die  Endformel 

1  +  log  -  !^ 
^'oiT)=-^^-T\ogT 2;^^I^+0(logn 


Achter  Teil. 

Anwendungen  der  Theorie  der  Primzahlen  in  einer 
arithmetischen  Progression. 

Fünfunddreißigstes  Kapitel. 
Über  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Uuadrate. 

§  141. 

Hilfssätze  aus  der  Theorie  der  defiuiteu  binären  quadratischen 

Formen. 

In  diesem  Kapitel  und  in  den  zwei  nächsten,  welche  ja  nur  Bei- 
spiele für  die  Anwendbarkeit  der  Primzahltheorie  sein  sollen  und 
später  nicht  weiter  benutzt  werden,  mache  ich  ausnahmsweise  Ge- 
hrauch von  der  —  in  jedem  Lehrbuche  der  niederen  Zahlentheorie 
behandelten  —  Theorie  der  quadratischen  Reste.  Aus  einem  in  den 
elementaren  Lehrbüchern  nicht  behandelten  Kapitel,  dem  von  der  Re- 
duktion der  definiten  ternären  quadratischen  Formen,  entwickle  ich  in 
extenso  alles,  was  ich  hier  brauche;  da  ich  zur  Einführung  doch  aus 
der  Theorie  der  definiten  binären  quadratischen  Formen  das  Erforder- 
liche analog  beweise,  braucht  dem  Leser  über  binäre  quadratische 
Formen  (wenngleich  sie  in  den  Elementen  behandelt  zu  werden  pflegen) 
nichts  bekannt  zu  sein. 

Definition:  Wenn  a,h,c  ganze  Zahlen,  x  und  y  ganzzahlige 
Variable  sind,  heißt- 

ax^  -{-  2hxy  +  cy^ 

eine  binäre  quadratische  Form  und  wird  mit 

(«,  b,  c) 
bezeichnete^ 

Führt   man   statt  x  und  y   neue  Variable   durch  die  Gleichungen 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten 

X  =  a^  -f  ßrj, 

y  =  y^  -\-  ^v 

1)  Es  liegt  wohl  keine  Gefahr  der  Verwechselung  mit  der  Bezeichnung 
(m,  v)  des  größten  gemeinsamen  Teilers  zweier  Zahlen  vor. 
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ein,  so  wird 

ax^-^2hxy-\-cy^==a{ai,-^ßi]y  +  2h{ai  +  ßii)(yi,  +  dri)-\-c{yl-\-drif 

d.  h.  durch  die  Substitution 

a  ß' 

y   Ö, 

geht  die  Form  {a,  h,  c)  in  {a,  h',  c)  über,  wo  zur  Abkürzung 

a  =  au^  +  2hay  +  cy^, 

h' =  accß -{-h{ad  +  ßy)  + cyd, 

c  =  a/32  +  2hßd  +  cd'- 

gesetzt  ist.     In   der   Sprache  des  Matrizenkalküls  schreibt  man  dafür 
kürzer  und  eleganter 

a    h'\        /a  y\  /a  h^ 

h'  c7       V/3  d)\b  c, 


(1) 
kurz 


a  ß 

7  ö 


a'  h' 
V  c 


'a  h\  ^ 


wo  S'   die    aus  S    transponierte    Substitution  bezeichnet;   in   der  Tat 

a'  =  a(au  -\-  by)  +  y(I)a  +  cy\ 

h'  =  a(aß  +  hd)  +  y{hß  +  cd) 

=  ß{aa  +  hy)  +  diha  +  cy), 

c'  =  ß(aß-j-l)d)  +  d(bß-\-cd). 


Wenn 


i)  = 


a  h 

h  c 


die  Diskriminante^)  der  Form  (a,  h,  c)  genannt  wird,   ist  also  für  die 


Form  (a',  b',  c') 


D'  = 


a  b 
b  c 


a  ß  2 
y  d 


Insbesondere:  Wenn  die  Substitutionsdeterminante 
a  ß 

y  ^ 

1)  Es  ist  für  die  folgende  Anwendung  auf  ternäre  Formen  zweckmäßig, 
hier  ac  —  b^  statt  des  in  der  niederen  Zahlentheorie  üblichen  bc  —  a*  als  Dis- 
kriminante  zu  bezeichnen. 
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ist,  ist 

7)'  =  7). 

Definition:    Zwei    Formen    {a,  h,  c),  (a',  b\  c')   beißen   äqui- 
valent, wenn  es  eine  Substitution 

'a  ß' 


S 


<:) 


mit  der  Determinante  1   gibt,    durcb    welcbe  die  erste  in  die 
zweite  übergebt. 

Diese    Definition    ist   offenbar    symmetrisch;    denn   aus   (1)   folgt 
im  Falle 


da  alsdann 

/a  ß\-^      /      d 

-ß\ 

\y  ö)      ■  \  —  y 

a) 

? 

/cc  y\-'^      /      d 

-y\ 

[ß  ö)     ^\-ß 

aj 

ist,  die  Gleicbung 

fah\       1     ^ 

-Y\ 

/«'  ¥ 

\c  d)^\-ß 

«/ 

W  c', 

wo  auch 

_ 

ö  -ß    _^ 

-  y       u 

d-ß 

—  V      a 


ist.     Nach  dem  Vorangehenden   haben   äquivalente  Formen  jedenfalls 
dieselbe  Diskrimiuante. 

Die  Definition  der  Äquivalenz  erfüllt  ferner  die  Bedingung,  daß 
jede  Form   sich   selbst  äquivalent  ist;    denn  (a,  />,  c)   geht  durch  die 

Substitution  (-^  ^  )  in  sich  über: 


1  0\ /a  h\(\  0\  _  /fl  h\ 
0  1/W^  r/VO  l/~  U  c)' 


Es  besteht  ferner  der 

Satz:  Wenn  zwei  Formen  einer  dritten  äquivalent  sind, 
sind  sie  untereinander  äquivalent. 

Beweis:  Es  seien  (a,  6,  c),  («',  h\  c'),  («",  ?/',  c")  die  Formen. 
Die  Substitution  >S'  führe  (a,  h,  c)  in  («',  &',  c')  über;  die  Substitution 
T  führe  (a',  &',  c')  in  (a",  &",  c")  über.  8  und  T  sollen  die  De- 
terminante 1  haben.     Dann  ergibt  sich 
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a  b 

kC  d. 
'a  h 


rs'i    Ast 


(ÄT,-(»;;)5r, 


wo  ST  eine  ganzzahlige  Substitution  mit  der  Determinante  1  ist. 

Alle  Formen  der  Diskrirainante  D  zerfallen  also  in  Klassen  äqui- 
valenter Formen. 

Zwei  äquivalente  Formen  stellen  gewiß  dieselben  Zahlen  dar. 

Uns  interessiert  hier  nur  der  Fall 

D>0, 
d.  h. 

ac-  fe2>0." 
Alsdann  ist  stets     • 

ferner 

a{ax^  -f  2hxy  -\-  cy-)  =  (ax  -j-  hyY  +  Dy- 

die  quadratische  Form  stellt  also  außer  0  entweder  nur  positive  oder 
nur  negative  Zahlen  dar,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  a;  sie  steUt  0 
nur  für  x  =  0,  y  =  0  dar.  Es  genügt,  den  ersteren  FaU.  zu  betrachten, 
da  mit  (a,  b,  c)  die  Form  (— «,  —b,  — c)  dieselbe  Diskriminante  hat. 
Umgekehrt  ist  ausschließlich  im  Falle 

D>0,  a>0 

die  Form  so  beschaffen,  daß  sie  nur  Zahlen  ^  0  darstellt  und  die 
Zahl  0  nur  für  das  eine  Wertsystem 

^  =  0,  y  =  0; 
dies  folgt  unmittelbar  aus 

a{ax^  +  2bxy  +  cy^)  =  {ax  +  by)"  -\-  Dy^. 

Im  Falle 

D>0,  a>0 

sprechen  wir  von  definit-positivea  (binären  ganzzahligen  quadratischen), 
kurz  definiten  Formen  positiver  Diskriminante  ^). 

1)  Definit-positiv,  d.  h.  beständig  ^  0  wäre  jede  Form,  die  den  Bedingungen 
D>0,  a  >  ö  oder  i>  =  0 ,  a  =  0 ,  c  >  0  genügt. 
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Satz:  Jede  definite  Form  (a,  h,  c)  positiver  Diskriminante 
ist  äquivalent  zu  mindestens  einer  Form  (a',  b',  c'),  wo 

ist. 

Beweis:  Es  sei  a"  die  kleinste  positive  durch  die  gegebene  Form 
darstellbare  Zahl.     Dann  gibt  es  zwei  ganze  Zahlen  u,  y,  so  daß 

n"  =  aa'  -{-  ''2hay  -\-  cy^ 

ist.     Hierin  sind  a  und  ;'  teilerfremd;   denn,   wenn  sie  einen  gemein- 
samen Teiler  d  >  1   hätten,  so  wäre 


"ä'--&  +  '''ra+<^' 


durch  die  gegebene  Form  darstellbar,  also  a"  nicht  die  kleinste  solche 
Zahl. 

Es  sind  daber  /j  und  d  so  bestimmbar,  daß 

ad  -  ßy  =1 

(a  ß\  .          ,,      ,, 

ist.     Durch  die  Substitution  (         1  geht  also  (a,  b,  c)  in  (a  ',  b  ',  c") 

über,  wo  n"   die   kleinste   positive   darstellbare  Zahl  ist.     Nun  werde 

.      .        /l  ^"\ 

auf  {a  .b  ,  c')   eine  Substitution  („         I  angewendet,   die  jedenfalls 

die  Determinante  1    hat   und    in    der   über   ß"   noch   verfügt   werden 
wird.     Sie  liefert  («',  b',  c'),  wo 

a'  =  a", 

b'  =^a"ß"  -\-b" 

ist.     Der  erste  Koeffizient  a'  bleibt  also  die  kleinste  darstellbare  Zahl. 
Icli  kann  über  ß"  so  verfügen,  daß 

a' 

ist.     Da  (■"  durch  (a,  b',  c')  darstellbar  ist,  ist 

a'  ^  c'; 

daher  ist 

2  b'\£a'£c'- 

also  sind  die  verlangten  Ungleichungen  erfüllt. 
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Definition:  Eine  definite  Form  {a,  h,  c)  positiver  Dis- 
kriminante  heißt  reduziert,  wenn 

2'['b\^a£c 
ist. 

Wir  haben  also  bewiesen,  daß  jede  Form  mindestens  einer  redu- 
zierten äquivalent  ist,  d.  h.,  daß  jede  Klasse  mindestens  eine  reduzierte 
Form  enthält. 

Satz:  In  jeder  reduzierten  Form  ist 

~  ys 

Beweis:  Aus 

ac-h'  =  I) 

folgt  nach  den  Reduktionsrelationen 

a'"^  ^  ac 
=  b'  +  D 

3  «2 


Speziell  für 


a  <  4-  VD. 


D  =  l 

ist  also  bei  jeder  reduzierten  Form 


a£ 

2 

yä' 

a  = 

1, 

6|^ 

o 

= 

1 

¥' 

6- 

0, 

V--\-l 

a 

d.  h.  es  gibt  nur  eine  reduzierte  Form  der  Diskriminaute  1,  nämlich 
(1,  0,  1).  Jede  durch  eine  Form  der  Diskriminante  1  darstellbare 
positive  Zahl  ist  daher  durch  die  Form  x^  -j-  y'^  darstellbar,  d.  h.  in 
zwei  Quadrate  zerlegbar. 
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Das  genügt  für  uns;  um  aber  nicht  an  der  interessantesten  Stelle 
(lieser  Theorie  abzubrechen,  möchte  ich  doch  dem  in  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen  nicht  bewanderten  Leser  mitteilen,  daß  der 
letzte  Satz  wegen 

2\h\£a 

a 

unmittelbar  liefert:  Zu  jedem  Z)  >  0  gibt  es  nur  endlich  viele  redu- 
zierte Formen;  folglich  ist  die  Klassenzahl  der  zu  einer  gegebenen 
positiven  Diskriminante  gehörigen  dehniten  binären  quadratischen 
Formen  endlich. 

§  142. 
Hilfssätze  über  defiuite  teruäre  quadratische  Formen. 

Definition:  Wenn 

/    <hi  (h2  «13   \ 

"21    ^12    «23 
\  «31    «32    «33     ' 

eine  symmetrische  Matrix  ist,  in  der  also 

«12  ^^  «21  >    «13  ^  «31  >    «23  ^^  «32 

ist,  heißt 

3 
-2'«„v^«^r  =  «11^1  +  2^12^1  ^2  +  «22^1  +  2«13''^1^'3  +  2023^2^3  +  «33^3 

eine  ternäre  quadratische  Form. 

Koeffizienten  und  Variable  sind  bei  den  vorliegenden  Betrach- 
tungen cranze  Zahlen. 

Durch  die  Substitution 

/  «11  «12  «13 

/S  =         «21    «22    «23 

\     «31    «32    «33 

deren  Elemente  ganzzahlig  seien,  d.  h.  durch  die  Gleichungen 

^l  =  «all  +  «12^2  +  «13^3; 
•^2  ^^  «21*1  ~r  «22'2  '  «2353> 
'''3  =  «31*1   +  «32*2  +  «33*3 
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seht  die  Form  in  die  neue  Form 

über,  wo 

/^ll    0^12    ^13  \  /  ^U    ^*12    ^13  \ 

(1)  «21    «22    «23        =  S'l    «21    «22    «23       S 

\«31    «32    ^33'  V^31    «32    «33  ^ 

ist,  wie  aus 

3  3  3  3 

u,v  =  l    '  ,(^r=l        (j  =  l        ^     V  =  l 

3 

«(-<  o   ^      ^  ^/n  o  «((  V  ^v  CT 
,(;,r  =  l 

unmittelbar  ersichtlich  ist. 
Wenn 

«11    «12    «13   I 

«21    «22    «23      ^^^  -^ 

1  «31    «32    «33 

gesetzt  und    die  Diskriminante   der  Form    genannt  wird,   ist  im  Falle 

I  6'  I  =  1 
die  Diskriminante  der  neuen  Form 

2)'=1-I>1 
=  D. 

Definition:  Zwei  Formen  heißen  äquivalent,  wenn  es  eine 
Substitution  der  Determinante  1  gibt,  welche  die  eine  in 
die  andere  überführt. 

Äquiyalente  Formen  haben  also  dieselbe  Diskriminante;  in  der 
Definition  der  Äquivalenz  treten  beide  Formen  gleichberechtigt  auf, 
da  aus  (1)  offenbar 

/  «11    «12    «13\  /  «11    «12    «13\ 

«21    «22    «23        =  ('5"')'        «21    «22    «23        S' ' 
\«31    «32    «33/  \«31    «32    «33/ 

folgt  und 

\s-^'-  =  1 

ist. 

Wie  bei  binären  Formen  erfüllt  auch  hier  die  Definition  der 
Äquivalenz  die  ferneren  Bedingungen: 
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1.  Jede  Form  ist  zu  sich  selbst  äquivalent. 

2.  Zwei   Formen,    die   einer   dritten   äquivalent   sind,   sind   unter 
einander  äquivalent. 

Alle  Formen  der  Diskriminante  1)  zerfallen  also  in  Klassen  äqui- 
valenter Formen. 

Zwei  äquivalente  Formen  stellen  natürlich  dieselben  Zahlen  dar. 
Es  sei  nun  eine  gegebene  Form 

3 

so  beschaffen,  daß  sie  nur  Zahlen  ^  0  darstellt  und  die  Zahl  0  nur 
für  das  eine  Wertsystem 

^1  ==  0;  -^2  =  ^j  •'^'a  =  0. 

Wann  tritt  dies  ein?     Es  ist 

a^yF  ={a^^x^  +  «12^2  +  ^n^zf  +  (aii^gs  -  ct\^)x\ 

+  2(0-11  «23  -  «12«13J^2^3  +  («11  «33   "  «D^- 

Notwendig  ist 

«11  >  0; 

denn  a^  ist  eine  darstellbare  Zahl,  also  ^  0,  und,  wenn 

«11  =  0 
wäre,  so  wäre  0  auch  für 

x^  =  1,  X.,  =0,  ^^3  =  0 
darstellbar.     Es  muß  ferner 

(«11«22  —  «i2)'^2  "^  '^(«U«23  «12«13)'^2'*3  "I     C«ll«33  «13)'^3 

eine  definite  po.sitive  binäre  Form  mit  positiver  Diskriminante  sein; 
denn,  wäre  diese  Form  einmal  <^  0,  ohne  daß  x^  und  x^  beide  ver- 
schwinden, so  träte  dies  gewiß  auch  für  ein  solches  System  ein,  für  das 

«11^1  +  «12^2  +  «13^3  =  0 

nach  x^  ganzzahlig  auflösbar  wäre;  F  wäre  also  entweder  negativer 
Werte  fähig  oder,  ohne  daß  gleichzeitig 

Xy      =     X^     =     (1-2     ^^     ^ 

ist,  des  Wertes  0  fähig.     Folglich  ist  notwendig: 

1)  «,i>0, 

2)  a^^a.22  —  ft\2>  ^, 

3)  Die  Diskriminante  der  quadratischen  Form  >  0. 
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Offenbar  sind  diese  Bedingungen  1),  2),  3)  zusammen  auch  hin- 
reichend. 

Die  Diskriminante  der  quadratischen  Form  ist 

(«11  «22  —  «y  («11  «33  -  «D  -  (%1  «23  -  «12  «13)^ 

=  «flÖ22«33  — «ii«i2«33~«11^22«l3  +  «12«13~«ll«23+2«ll«12«13«23~~«l2«i:( 

=  «ii(«ll«22«33  ~  «11  «23  +  2ai2«i3«23  —  «"i2«33  ~  «?3^22) 


=  «11  V. 

Die  Bedingungen  lauten  also: 

1) 

^11  >  0; 

2) 

«11    «12     ^  0, 
«21    «22 

«11    «12    «13 

3) 

«21    «22    «23 
«31    «32    «33 

>o. 


Satz:  Jede  ternäre  Form,  welche  nur  dann  verschwindet, 
wenn  alle  Variabein  0  sind,  und  sonst  positiv  ist,  ist  min- 
destens einer  Form 

3 


äquivalent,  wo 


,((,!'=  1 


a,,£~VD, 


ist  und 


2  I  «12!^  «11? 
2  I  «13 1  ^  «11 

«11-^-  («11^1  +  «12^2  +  «13  y^ 


eine  reduzierte  quadratische  Form  ist. 

Beweis:  Man  kann  zunächst  die  gegebene  Form  durch  eine  er- 
setzen, in  welcher  der  erste  Koeffizient  die  kleinste  darstellbare  posi- 
tive Zahl  ist.  Denn,  wenn  a[^  diese  Zahl  ist,  so  sind  die  darstellenden 
Zahlen  Kh,  «21?  %i  i^ 


i^(aii,  «21;  «31) 


teilerfremd,  da  sonst  schon 


«11 
d'- 


(^^>1) 


Landau,  Verteilung  der  Primzahlen. 


35 
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darstellbar  wäre.     Hierzu  sind  also  dio  sechs  anderen  «,,,.  so  bestimm- 
bar, daß 

/«ll  f'l2  «13  \ 
(  «21  «22  «23  1 
V«S1    «32    «33/ 

eine  Substitution   mit  der  Determinante  1   ist.     Denn,  wenn  der  größte 
gemein.sarae  TeiliT  von   v..^^   und  «21 

(«u-  «21)  =// 
gesetzt  wird.  .^0  bestimme  man  zunächst  a^c,  und  «oo  so,  daß 

«n  ^^'22  —  «12  «21  =  [I 
ist,  und,  was  wegen 

iU,  «31)  =  1 
möglich  ist,  k  und  q  so.  daß 

ist.     Dann  ist 

«u      «12      y  3 

a,,      a,,      J  q   '  ==  ^^3i  (^^  «  -  "'f-  o)  +  A'  («n  «22  -  «i2«2i) 

=  Jxg  -  qa^y 
=  1. 

Die  seffebene  Form  ist  also  einer  Form 


o""o^ 


\y    ^^J   (ttt  y  U/ K  *Ajy 


äquivalent,  in  der  «^^  die  kleinste  darstellbare  positive  Zahl  ist.     Auf 
G  wende  ich  nun  eine  Substitution 

/  1  r  s  \ 

()  a  ß 

\0  y  öl 
an,  wo 

u8  -  ßy=^l 

ist;  sie  hat  die  Determinante   1,  was  auch  r  und  5  seien.     In  der  aus 
G  entstehenden  Form 

,((,  »•  =  1  ■ 
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ist  insbesondere 

a^g  =  sa[^  +  ßa[.-,  +  da[^, 

also 

'^'ii  ?i  ~r  «12^2  "r  «13?3  ^^  «ii"^i    I    '^'i2'^2  ~r  «la^s- 
Es  ist 

ff'^j^  (T(:rpa:2,a:'3)  =  G'ii^i  +  f''i2"'"2  +  «is^'s)^  +  einer  definiten  quadratischen 
Form  in  x^,x.^  mit  positiver  Diskriminante, 

a^ji^(^j,  S^j^s)  —  («11^1  +  '''12^2  +  '''13 Is)^  +  einer  definiten  quadratischen 
Form  in  ^27^3  ^^^^^  positiver  Diskriminante; 

/^  ß\  . 

durch   die  Substitution   (         1   geht  jene  quadratische  Form  von  x^^x^ 

in  diese  quadratische  Form  von  ^.^y  ^3  über.    Über  a,  ß,  y,  6  kann  so 
verfügt  werden^  daß  diese  quadratische  Form  in  l^?  ^3 

(«^«22  —  «12)^1  +  2  («11  «23  -  «12  «13)  ^2^3  +  («11  «33  "  «^3)^3 

reduziert  ist.     Da  sie  die  Diskriminante  (inD  hat,  ist  alsdann 


«Il«22-«i2^y|-l/«ll^- 

Alsdann  kann  man  r  so  bestimmen,  daß 

I  «12  i   =   I  *'«11   +  ^«12   +  7  «13 


=  2^11 


ist,  und  s  so,  daß 


sa[^  -i-  ßa[^  -\-  da[. 


^i«ii 


1 


ist.     Da  «j^   die  kleinste  darstellbare  positive  Zahl  und  «32  a-uch  dar- 
stellbar ist,  ist 

«11  ^  «22  > 

35* 
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folglich 


«11  ^  «11  «22 

=  ^^11^22   ~  «12  +  ''l2 


1/3 

"     —  3  |/3 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen;  er  liefert  natürlich  die  Endlichkeit 
der  Klassenzahl;  denn-  er  läßt  bei  gegebenem  D  nur  endlich  viele 
Systeme  «u,  «jo,  «13  zu  und  alsdann  nach  der  Theorie  der  binären 
Formen  für 

o  2 

«11  «22  *i2?    «11  «23  ~  «12«13>    «11  «33  «13? 

also  für  «22  j  «23;  «33   "'^^"   endlich   viele  Wertsysteme. 

Wir  brauchen  aber  nur  den  Fall  D  =  1. 

Satz:  Jede  ternäre  Form  der  Diskriminante  1  von  x^, 
x^,  x^,  welche  nur  dann  verschwindet,  wenn  Xi  =  x^=x^  =0 
ist,  und  sonst  positiv  ist,  ist  der  Form  l\-\-  ll-\-  |^  äqui- 
valent; d.  h.  jede  durch  eine  solche  Form  darstellbare  Zahl 
ist  in  drei  Quadrate  zerlegbar. 

Beweis:  Die  gegebene  Form  ist  nach  dem  vorigen  Satz  einer 
Form  F  äquivalent,  in  der 

0  <  «11  ^  3  ; 
also 

ferner 


also 


ist  und  überdies 

«l^F-  («iJi   +  «12^2  +  «lay-  =  «22^2  +  -«23^2^3   +  «33^3 

eine  reduzierte  quadratische  Form  der  Diskriminante  1  ist.    Nach  §  141 
kann  also  nur 


«11 

-=1, 

2 

«12 

^1, 

9 

«13 

^1, 

«12 

=  0, 

«18 

=  0 

d.  h. 


sein. 
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F^V.  +  V^  +  ^l 

§  143. 
Über  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  zwei  Quadrate. 

Die  Sätze  dieses  Paragraphen  lassen  sich  ohne  die  Theorie  der 
quadratischen  Formen  beweisen;  zur  Vorbereitung  auf  das  folgende 
gebe  ich  jedoch  mit  Absicht  die  vorliegenden  Beweise. 

Satz:  Wenn  eine  positive  ganze  Zahl  in  zwei  Quadrate 
zerlegbar,  d.  h.  durch  die  Form  x^ -{- y^  darstellbar  ist,  ent- 
hält sie  keinen  Prinifaktor  4?w  +  3  in  ungerader  Potenz. 

Beweis:  Wenn 

x^  i-f  =  0  (mod.  p'") 
ist,  wo 

j?  =  3  (mod.  4) 
und 

ist,  so  sind  x  und  y  durch  jj  teilbar.     Denn  sonst  wäre  keine  beider 
Zahlen  durch  j^  teilbar,  also,  wenn  0  durch 

?/^  =  1  (mod.  j)) 


bestimmt  wird. 


Es  ist  also, 


(X3y+  1  =0  (mod.jj). 


y==pi] 
gesetzt, 

x'  +  y'=p\l'  +  r\ 

also  x^  -\-  y"  durch  p^  teilbar.     Wenn  noch 

|2  -f  7j^  ^  0  (mod.p) 

ist,  ergibt  sich  ebenso:  ^^  +  rj^  ist  durch  p^,  also  x^  +  y^  durch  p^ 
teilbar  usw.  x^  -\-  y^  kann  also  nicht  genau  durch  eine  ungerade 
Potenz  von  p  teilbar  sein. 
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Umgekehrt  gilt  der 

Satz:  Wenn  die  positive  Zahl  )i  keinen  Primfaktor 
4i))i  +  3  in  ungerader  Potenz  enthält,  ist  n  in  zwei  Quadrate 
zerlegbar:  „  =  ^r'^  +  ,/^. 

Beweis:  n  hat  nach  Voraussetzung  die  Gestalt  r"Wj,  wo  )^^  keinen 
Priuiiaktor  4;»  +  3  und  überliaujit  kein  Prinizahlquadrat  enthält. 
—  1   ist  also  quadratischer  Rest  von   >?, :  d.  h.  die  Kongruenz 

—  \  =:  z^  (mod.  Wj) 
ist  lösbar: 

Hj  »^  —  Z'^  =   1  . 

Folglich  ist  (»1,  z,  «2)  eine  quadratische  Form  der  Diskriminante  1.  also 
äquivalent  zu  (1,0,  1);  da  n^  durch  erstere  darstellbar  ist,  ist  «,  durch 
letztere  darstellbar: 

Daher  ist 

n  =  {yx^f  +  {vy^y 

=  x'  -\-  y. 

%  144. 
Über  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  drei  Quadrate. 

Satz:  Wenn  n  in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist,  hat  n  nicht 
die  Gestalt  8?«  +  7,  auch  nicht  4(8w  +  7),  4-(8w  +7),  •  •  •, 
A^i^m  +  7). 

Beweis:  1)  w  =  8«?  +  7  ist  nicht  durch  die  Form  x-  +  //'  +  z' 
darstellbar,  da  jedes  Quadrat  modulo  8  einen  der  Reste  0,  1,  4  läßt 
und  die  Summe  von  drei  Quadraten  modulo  8  nur  kongruent  sein 
kann  zu:  0  +  0  -|-  0  =  0, 

0  +  0+1  =  1, 

0  +  1  +  1^2, 

1  +  1  +  1  =  3, 
0  +  0  +  4  =  4, 

0  +  4  +  4  =  0, 
4  +  4  +  4  =  4, 

1  +  1  +  4  =  6, 
1  +  4  +  4  =  1, 
0+1+4  =  5, 

also  nie  =32  7   sein   kann. 
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2)  Wenn  für  ein  ö^  ^  1 

n  =  4''(8w  +  7)  =  X'  +  y-  +  z- 

ist,  so  zeigt  die  obige  Tabelle,  daß  x,  y,  z  gerade  sein  müssen;  also  wäre 

A''-\^m  i-  1)  =  x\-^  y\  +  z\, 


^m -\- 1  =  xl  +  yl  ■\- zl. 

Umgekehrt  besteht  der 

Satz:  Wenn  die  positive  Zahl  n  nicht  die  Gestalt  4'^(8»i  +  7) 
(a  ^  0)  hat,  ist  n  in  drei  Quadrate  zerlegbar. 

Beweis:  Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  darf  n  als  un- 
gerade oder  als  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  angenommen 
werden;  denn  mit  n  ist  die  Behauptung  für  4j?,  16)?,  •  •  •  bewiesen. 
Es  darf  also  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  angenommen  werden: 

«  =  1,  2,  3,  5,  6(raod.8). 
Es  ist  nach  §  142  nur  nötig,  zu  beweisen,   daß  es  eine  nur  für 


0  verschwindende,  sonst  positive  ternäre  Form 


,(/,)  =1 
der  Diskriminante  1  gibt,  durch  die  n  darstellbar  ist;  denn  dann  ist  n  durch 
Ij -]- ^2  +  bs  darstellbar.    Es  sollen  also  die  vier  Relationen  erfüllt  sein: 

«n  >  0, 

«11^22  —  ^12>  0, 

lAz-i  t  \X-\  Q  t'i  g    I 

1. 


^21  ^22  %3 


Es  wird  sogar  mit 
sehen.     Dann  muß  sein: 


<^11^12    1 

W«>i  t/09    ^ 

1    0  a,o 


0, 


^7il  ^32  ^ZZ 

=  0,  x^  =  0,  X.2 
n  =  «33, 

«11002   —   «12   ^   ^7 

("11^22  —  «12^"   ~  ^'22   =   1> 
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(i  h.  ,  ->.  A 

«11  >  Ö, 

J  =  a^ftoo  —  rt?o  >  0, 

Hierill  ist  noch  für  u  >  1  (der  Wert  n  =  1   ist  trivial) 

''n  >  0 
eine  Folge  der  beiden  anderen  Relationen,  da  aus 

J>0 

folgt: 

a^.i  =  '^n  —  1 

«11  «22  >  ^f 

Es  soll  also  sein: 

j   J  =  «uCioa  —  <'i2  >  Ö; 
(«22  =  ^'^  —  1- 
Das  sind  zAvei  Bestimmungsrelationen  mit  ganzzahligen  Unbekannten. 
Die  erste  sagt  bloß  aus:    ^  ist  >  0  und  —  zJ  ist  quadratischer  Rest 
von  «22-    It^h  habe  also  lediglich  zu  beweisen: 

Es  cribt  bei  gegebenem  n,  falls  n  >  1  ist  und  modulo  8  einen 
der  Reste  1,  2,  d,  b,  6  läßt,  ein  z/  >  0  derart,  daß  —  J  quadratischer 
Rest  von  z/n  —  1  ist. 

1.   Es  sei 

M  =  2  oder  6(mod.  8). 

Dann  werde  ich  sogar  zeigen:    Es  gibt  eine  ungerade  Primzahl 

2?  =  z/«  —  1, 

wo  z/  ungerade  ist,  derart,  daß 

(^1  =  1 

ist. 

Da  z/  ungerade  sein  soll,  ist  jedenfalls  erforderlich,  daß 

^  =  1  (mod.  4) 

ist;  für  jedes  solche  }>  ist 

(-/)  =  © 
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Es  ist  also  nur  nötig, 

z/  =  4v+  1 
so  zu  wählen,  daß 

/In  —  1  =  (4ü  +  l)n  -  1 

=  4^nv  -\-  n  —  1 

eine  Primzahl  ist,  und  das  ist  wegen 

(An,  w  —  1)  =  1 

nach  dem  Satz  von  der  arithmetischen  Progression  möglich. 
2.    Es  sei 

n  ^  1  oder  3  oder  5  (mod.  8) . 

Dann  werde  ich  zeigen:    Es   gibt   eine   ungerade  Primzahl  p,   so   daß 

2p  =  Jn  —  1 

und  —  zl  quadratischer  Rest  von  p,  also  auch  von  2/>  ist,  d.  h.,  daß 

ist. 

Damit  überhaupt  Zln  ■—  1  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist, 
muß  modulo  8  gewählt  werden: 

z/  ^  3  oder  7       für  n^  1, 

z/  ^  1  oder  5       für  ji  ^  3, 

zl  ^1  oder  3       für  n^b. 

Für  das  in  jeder  der  drei  letzten  Zeilen  erstgenannte  z/  ist  jedesmal 

p^l  (mod.  4), 

für  das  letztgenannte 

^  ^  3  (mod.  4). 
Jedenfalls  ist  wegen 

(^)  =  (-!)'"© 

p—X      p—lJ—l 

p-i    p-i  J-i^    j^-i 
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p-i.J+1    //»- 1 

p-\  j+i   ^f - 1    j-i 

=  (-    1  )     -  -  ' 

für  n^  l(mod.8),  z/ i^  3(mod.8):  p=  l(mod.4j,  ("  A  =  1; 

für  n  =  3i  mod.  8),  z/  =  1  (mod.  S):  p  =  1  (mod.  4),  (~  "^^  =  1 ; 

für  >?=5(;mod.8),  z/ =  3(mod.8):  ^j  =  3  (mod.4),  (^~  "')  =  1. 
In  jedem  der  drei  Fälle  ist  somit 

P 


(=r)  =  i- 


Es  ist  also  nur  zu  zeigen,  daß  in  der  Zahlklasse 

\{^n  -  1), 

wo  z/  seine  Werte  8v  -\-  s  (f  =  1  bzw.  f  =  3)  durchläuft,  d.  h.  unter 
den  Zahlen 

4vn  +  !(??£  —  1) 

eine  Primzahl  vorkommt.  Das  folgt  aus  dem  Satz  von  der  Existenz 
unendlich  vieler  Primzahlen  in  jeder  arithmetischen  Progression  /.?/  + 1 
mit  teilerfremden  /r,  /;  es  ist  hier  wirklich 

(4«,    i(;,£_l))=l; 

denn 

{4n,  |(»£  —  D)  =  ^ 

gibt,  da     — —  ungerade  ist, 

d  n, 

(I  «  f  —  1 , 
r/11, 
d=  1. 

Der  behauptete  Satz  ist  also  vollständig  bewiesen. 

Aus  ihm  folgt  leicht,  daß  jede  positive  Zahl  n  in  vier  Quadrate 
zerlegbar  ist  (was  übrigens  direkt  viel  leichter  zu  beweisen  geht); 
denn,  wenn  n  nicht  die  Form  4"(8w  +  7)  hat,  ist  n  sogar  in  drei 
Quadrate  zerlegbar;  wenn 

)i  =  8m  -r  1 
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ist,  ist  gewiß  n  —  \  nach  dem  vorigen  Satz  in  drei  Quadrate  zerleg- 
bar, also  n  in  vier  Quadrate;  wenn 

n  =  4«(8j»i  +  7) 

ist,  ist  nach  dem  soeben  Bewiesenen 

n  n 

in  vier  Quadrate  zerlegbar,  also  auch  n. 

Für  das  Folgende  mache  ich  noch  besonders  darauf  aufmerksam, 
daß  nach  dem  Bewiesenen  die  positiven  Zahlen  folgender  zwölf  Rest- 
klassen modulo   16  sämtlich  in  drei  Quadrate  zerlegbar  sind: 

n=l,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  11,  13,  14(mod.l6). 

In  der  Tat  sind  die  Zahlen  ^s  1,  3,  5,  9,  11,  13  ungerade  und  nicht 
von  der  Form  8  m  +  7,  die  Zahlen  =2,  6,  10,  14  Doppelte  von 
ungeraden  Zahlen,  die  Zahlen  ^  4,  8  das  Vierfache  einer  Zahl  41^  +  1, 
■iv  4-  2,  also  gewiß  nicht  von  der  Gestalt  4"(8w  +  7). 


Sechsunddreißigstes  Kapitel. 
Über  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Kuben. 


§  145. 
Einleitung  und  Hilfssätze. 

Unter  Benutzung  des  Satzes  aus  §  144  und  der  tiefsten  Eigen- 
schaften der  Primzahlen  der  arithmetischcD  Progression  werde  ich  in 
diesem  Kapitel  den  Satz  beweisen: 

Satz:  Jede  positive  ganze  Zahl  von  einer  gewissen  Stelle 
an  ist  als  Summe  von  höchstens  8  positiven  Kuben  dar- 
stellbar. 

Ich  schicke  in  diesem  Paragraphen  zwei  Hilfssätze  voraus. 

Hilfssatz  1:  Wenn  jj  eine  Primzahl  und        "• 

^  E=  2  (mod.  3) 
ist,  ist  jede  nicht  durch  p  teilbare  Zahl  kvibischer  Rest^^  mod.  ^^ 

1)  Ich  gebrauche  natürlich  nicht  die  Theorie  der  kubischen  Reste,  sondern 
nur  den  Begriff:  Die  Kongruenz 

V  ^  z^  (mod.  p^) 
ist  auflösbar. 
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Beweis:  Wenn  a^,  ffo,  •  •  •,  ^,p(p>)  die  zu^;^  teilerfremden  Restklassen 
niodulo^j'"'  bezeichnen,  repräsentieren  «?,  •  •  •,  afp^p^)  wieder  (p{p^)  teiler- 
fremde Restklassen  modulo^^  Es  ist  nur  nöti<^,  zu  beweisen,  daß  diese 
verschieden  sind,  d.  h.,  daß  aus 

(1)  a'  ^  P  (mod.  y),  («,  p)  =  1,  {b,  p)  =  1 
a^h  (mod.  p^) 

folgt,  um  sagen  zu  können:  Jede  teilerfremde  Restklasse  ist  der  Kubus 
einer  (teilerfremden)  Restklasse.  In  der  Tat  folgt  nun  aus  (1),  wenn 
c  durch 

a  =  &c  (mod.  p>^) 
bestimmt  ist, 

(2)  c3=l(mod./). 

c  gehört  jedenfalls  zu  einem  Exponenten,  der  in 

fpiP^)=P^(p-  1), 
aber  nach  (2)  auch  in  3  aufgeht.    Wegen 

})  ^  2  (mod.  3) 

ist  derselbe  1;  d.  h.  es  ist^^ 

c  ^  1  (mod.  p^). 

Hilfssatz  2:  Zu  jeder  Zahl  a  gibt  es  ein  y  derart,  daß  a  —  y^ 
modulo  96  einen  der  Reste 

6,  12,  18,  24,  30,  36,  48,  54,  60,  60,  78,  84 
läßt. 


1)  Anderer  Beweis:  Ea  ist 

i>M(c-l)(c*  +  c  +  1). 

Wäre  c  —  1  nicht  durch  p"  teiUjar,  so  wäre 

p  \  C-  -{-  C  -^  1; 

für  p  =  'i  ist  dies  unmöglich,  und  für  p  ]>  3  würde  aus 

2)  I  4c*  +  4('  -f  4  =  (2c  +  l)-4-.3 
folgen : 

■  r;) = •• 

was  nicht  der  Fall  ist. 
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Beweis 

Man  setze 

y  = 

für 

a  = 

0 

6, 

12, 

18, 

24, 

30, 

36,  48, 

54, 

60, 

66, 

78, 

84; 

1 

7, 

13, 

19, 

25, 

31, 

37,  49, 

55, 

61, 

67, 

79, 

85; 

2 

14, 

20, 

26, 

32, 

38, 

44,  56, 

62, 

68, 

74, 

86, 

92; 

3 

33, 

39, 

45, 

51, 

57, 

63,  75, 

81, 

87, 

93, 

9, 

15; 

4 

70, 

76, 

S2, 

88, 

94, 

4,  16, 

22, 

2S, 

34, 

46, 

52; 

5 

35, 

41, 

47, 

53, 

59, 

65,  77, 

83, 

89, 

95, 

11, 

17; 

6 

42, 

72, 

90; 

7 

73, 

91, 

43; 

8 

50, 

80, 

2; 

9 

69, 

21, 

27; 

10 

58, 

64, 

10; 

11 

5, 

23, 

71; 

13 

1; 

14 

8; 

15 

3; 

17 

29; 

18 

0; 

22 

40. 

^ 

i  146. 

Beweis 

des 

Satzes. 

Aus  §  121  wissen  wir:    Wenn 

(/.-,  l)  =  1 

ist    und    £  >  0    gegeben    ist,    so   wächst    die   Anzahl   der   Primzahlen 
ly  -\-  l  zwischen  x  (exkl.)  und  x  +  £X  (inkl.)  mit  x  ins  Unendliche. 

Speziell,  für  A;  =  3,  Z  =  2,  £  =  7/-^^  —  1 :  Für  alle  hinreichend  großen 
ganzen  n  gibt  es  mindestens  zehn  Primzahlen  p,  welche  die  Bedingungen 


fÄ<^^^fl^ 


(1) 

(2)  p  =  2  (med.  3) 

erfüllen.    Von  je   zehn    solchen  Primzahlen  geht  für   alle  hinreichend 

großen  n  mindestens   eine  nicht   in   n   auf,   da  ihr  Produkt  >  (~)9, 

also  von  einer   gewissen   SteUe  an  >  n  ist.    p  bezeichne  eine  solche 
Primzahl,  die  also  nicht  in  n  aufgeht  und  (1),  (2)  erfüUt. 
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An?  (l)  folgt 

.S/>9  <n<  12  p', 

aus    {2)    nach    dem    Hilfssat/    1    des    §  145,    daß    n    kubischer   Rest 
modulo  p^  ist.     Es  gibt  also  ein  ß  derart,  daß 

0<ß</ 


und 

ist.    Hierin  ist 


»  -  /3«  =  p'  Jf 

lp'<p'M<V2p\ 
7/'<  J/<  I27A 


Es  werde  nun 
gesetzt : 


1/  =  G  29«  +  3/i 

Nach  dem  Hilfssatz  2  des  §  145  läßt  sich  von  31^  ein  y'^ (})  <  7  <  96) 
subtrahieren,  so  daß 

modulo  96  einen  der  Reste 

6,  12,  18,  24,  30,  36,  48,  54,  60,  66,  78,  84 
läßt.    Es  ist  .,    /  ., 

<  6/ 

und  für  alle  hini-eichend  großen  n 

i¥2>/'-963 

Ua 

=  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  11,  13,  14  (mo.l.  16) 

ist,  ist  das  für  alle  hinreichend  gi'oßeu  n  positive  il/^  nach  der  Schluß- 
bemerkung des  §  144  in  drei  Quadrate  zerlegbar: 

J/3  =  A'  +  B'  +  C^ 
wo  wegen 

M,<p^ 
die  Ungleichungen 

—  p^  <A< p^, 

-f<B<p\ 

-p'<C<p' 
erfüllt  sind. 
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Alsdann'  ist 
n  =  ß-'  -}-  p^3I 

=  ß^  +  p^{Qp^  +  f  +  M,y 

=  ß-'-hp'{6p'^f  +  (UI,) 

=  ß'  +  (pyy  +  i^'  (6i>'  +  6 ^2  +  6  52  ^  6  (7-) 

=  /5'  +  Ü'?^/  +  (i>'  +  ^)'  +  (/  -  ^)'  +  (iJ'  +  W  +  iP'  -  Sf 

+  a^'  +  cy  +  (p'  -  C)^ 

also  die  gegebene  Zahl  n  in  8  niclit  negative  Kuben  zerlegbar. 


Siebenunddreißigstes  Kapitel. 
Über  den  größten  Primteiler  gewisser  Produkte. 


§  147. 
Beweis  eines  Satzes  über  die  Frimteiler  des  Produktes 

Satz:  Es  sei  x  eine  ganze  Zahl  ^  1.    Wenn  P^  der  größte 
Primteiler  von 

(1)  /7(1  +  n^  =  (1  +  V)  (1  +  2^)  ■  .  •  (1  +  x') 

«  =  i 

ist,  so  ist 

lim  -^  =  00. 

Beweis:  Da  die  KongTuenz 

y^  1^  —  1  (mod.  p) 

für  J9  ^  3  (mod.  4)  keine  Wurzel,  für  p  =  2  eine  Wurzel  modulo^ 
und  für  p^l  (mod.  4)  zwei  Wurzeln  modulop  bat,  so  ist  die  Anzahl 
der  Faktoren  des  Produktes  (1),  welche  durcli  p  teilbar  sind, 

1.  im  Falle  p  ^^^  (mod.  4) 

0, 

2.  im  Falle  i?  =  2 

-^      2      ' 
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3.  im  Falle  p  =  l  (mod.  4) 

Für  jj""  (w  >  1)  ist  die  Anzahl  der  durch  diese  Zahl. teilbaren  Fakto- 
ren von  (1)  (da   die    Kougruen/wurzt-lzahleu    modulo/y  die  Werte  0, 

0.  2  haben) 

1.  im  Falle  p  _i:  3  (mod.  4) 

0, 

2.  im  Falle  p  =  2 

3.  im  Falle  2?  =  1  (mod.  4) 

Daher  ist,  wenn  —  gegen  die  Voraussetzung  —  bei  festem  (f  für 
unendlich  viele  x 

wäre,  für  diese  x 

X  X 

log  Wl  +  »')  -  J'log  (1  +  n^) 

äLg2  ?-±i  +2'log^'(a^  +  2)  +  '^  +  2)  +  ■•) 

p-^gx 

WO  die  Klammer  nur  so  weit  fortzusetzen  ist,  als 

^"^  ^  1  +  a;2 

ist,  also  höchstens 

log(l+^^ 

logiJ 

Glieder  hat.     Daher  wäre  für  jene  unendlich  vielen  x 

log 


log  /7(1  +  n')  <  0{x)  +^logi;  (i^  +  li-  +  . . .  ad  inf.)  +  0  V  logj)  ^ 

p^gx 

=  0{x)  +  2x^^^-^\  +  0  (Xo^xnicix)) 
vi- 
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nach  §  110  ist 

2!^-ilogx+0(l); 


P 

p^gx 

daher  wäre  für  jene  unendlich  vielen  x 

X 

J^log  (1  +  «-)  ^  X log  X  +  0{x). 

n  =  l 

Andererseits  ist 

X  X 

^log(l  +  w2)^2^1ogw 

M= 1  n= 1 

~  2a;loga;, 
und  es  hat  sich  ein  Widerspruch  ergeben. 

§148. 
Anwendung  auf  eine  diophantische  Gleichung  ^l 

Satz:  Die  Zahl 

i{i—  l){i  —  2)  ■  ■  '{i  —  x) 

kann  nur  für  endlich  viele    positiv-ganzzahlige  x  reell  oder 
rein  imaginär  sein. 

Beweis:  Wenn  für  ein  x  jene  Zahl  reell  oder  rein  imaginär  ist, 
so  ist  auch 

{-  i){-  l  -  \){-  i  -2)  .  .  -X-  i-  x), 
also  auch 

(l  +  ^•)(2  +  ^)■..(a^  +  ^•) 

reell  oder  rein  imaginär;  es  ist  alsdann 

(1  +  0(2  + /)  .  .  .  (;r  +  i)  =  +  (1  -  0(2  -i)...{x-  i). 

Das  Produkt  • 

Q,^  =  {l  +  n)(2  -^n)---{x  +  n), 

wo  1  -^n  ^x  ist,  ist  also 

=  (1  —  «)  (2  —  i)  •  •  •  (a;  —  0  (mod.  n  +  i) 

=  ±  (1  +  0  (2  +  0  •  •  •  i^  +  0  (öiod.  n  +  *■) 

:^  0  (mod.  n  -f  0- 

Die  reelle  Zahl  Q^  wäre  also  durch  n  +  i  teilbar. 

1)  In  diesem  Paragraphen   mache   ich  von  den  Elementen  der  Theorie  der 
ganzen  komplexen  Zahlen  a-\-bt  Gebrauch. 

Landau,  Verteilung  der  Primzahlen.  36 
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Es  sei  mm  p  eine  reelle  Primzahl  und 

p  (1  +  1-)(1  4-2-.  ■■•n  -./->; 

dauu  <Tfibt  es  ein  n,  so  daß 

1  <  n  <  X 
und 

p   l  +  n-, 
d.h. 

j) '  (n  +  i)  («  —  /) 

ist;  wenn  die  Zerlegung  von  p  in  komplexe  Primfaktoren 

lautet,  kann  die  Anordnung  der  beiden  Faktoren  so  gewählt  werden,  daß 

)^\n  -\-  i 
ist.     Alsdann  ist  nach  dem  Obigen 

P    Qn  =  (^  +  n)-..{x-Vn), 
also  auch 

jP  1(1  +  w)  •  •  •  (^  +  n), 
folglich 

p<.2x. 
Jeder  Primfaktor  von 

(H-l-)(l  -H2^)...(l+a:2) 

ist  also  ^  2ä",  was  nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  für  alle 
hinreichend  großen  x  unmöglich  ist. 


§  U9. 

Verallgemeinerung  des  Satzes  auf  das  Produkt 

{A  +  V)  {A  +  -2^)  •  •■  (^  +  y% 

Satz:  J.  sei  >  1,  a;^  1.    Wenn  P,  der  größte  Primfaktor  von 

ist,  ist 

lim     -    =  cx). 

Beweis:  Es  sei  /;  eine  Konstante  und  unendlich  oft 

(1)  P.^gx. 

Daraus  soll  ein  Widerspruch  entwickelt  werden. 
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Die  Kongruenz  <,  a  ^       -,     ,n\ 

°  y  ^  —  A  (niod jy) 

ist  bekanntlich^)  für  die  Primzahlen  der  Hälfte  der  h  =  (p{4Ä)  zu  4:Ä 
teiler fremden  Restklassen  lösbar,  in  der  anderen  Hälfte  unlösbar;  im 
Falle  der  Lösbarkeit  hat  sie  zwei  Lösungen  modulo  7/". 

Die  Potenzen  p"'{in  ^  1)   der  endlich  vielen  in  4^A  aufgehenden 
Primzahlen  liefern  bei  der  Zerlegung  von 

X  X 

^ogI](Ä  +  n')  =^log  {Ä  +  n') 

n  —  1  «  =  1 

nur  einen  Beitrag  0(x).  Denn  bei  festem  A  und  festem  2^  liegt  die 
Lösungszahl  modulo  p"'  von 

y^  =  —  A  (mod.  p'") 

unterhalb  einer  von  m  unabhängigen  Schranke^)  C  •  daher  ist  der 
Beitrag  jeder  solchen  Primzahl 

log  {A  +  x^ 
logp 


s:c;  log  i,2' ([#-.] +  1) 


m  =  1 
X 


=  02^^„  +  0(logxO 

m  =  1 

=  0(x). 
Es  ergibt   sich   also,   wenn  x   durch   die  Lösungen   von  ( l)  läuft 
und  2J'  sich   auf   die  —  Restklassen  bezieht,   denen  Primzahlen  ent- 
sprechen. 


1)  In  diesem  Pai'agraphen,  dessen  Ergebnis  im  folgenden  nie  benutzt  wird, 
mache  ich  von  mehr  zahlentheoretischen  Vorkenntnissen  Gebrauch  als  gewöhn- 
lich. Übrigens  würde  bereits  die  Kenntnis  genügen,  daß  die  Kongruenz  für  die 
Primzahlen  mindestens   einer  jener  h  Restklassen  unlösbar  ist;   denn   mit  /(  —  1 

statt  —  kommt  der  folgende  Beweis  auch  zum  Ziel. 

2)  Wenn  nämlich  p  =  2  und  A  ungerade  ist,  hat  die  Kongruenz  bekannt- 
lich nicht  mehr  als  vier  Wurzeln  modulo  p"\  Wenn  dagegen  die  Primzahl  p^2 
in  Ä  aufgeht,  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Falls  p  in  ungerader  Vielfach- 
heit aufgeht,  ist  die  Kongruenz  von  einem  gewissen  m  an  unlösbar.  Falls  ^j 
genau  zur  2vten  Potenz  in  A  =  p^^B  vorkommt,  geht  für  m  >  2  «j  die  Kon- 
gruenz, y  =  jy  3  gesetzt,  in 

s^  =  —  B  (mod.  p'"-'^') 

über,   hat   also  alsdann   höchstens  vier  Wurzeln  y  modulo  ^/'  .y'~^^'  =  ^"' ~  * 
d.  h.  höchstens  ip^  Wurzeln Tnodulo  ^j'". 
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564  XXXVII.    Über  den  grüßte»  Primteiler  gewisser  Produkte. 


y^\oa{A  -f  n')  <:  0{x)  +^'log;)((';  +  2)  +  ('^!  +  2)  +  •  •  •) 
»1=1  püiix 

<o(x)+2.2":°!';+o2''°gp;r 


p  -l    '       ^      °^  logp 


Dach  §  110  ist  für  jede  teilerfremde  Restklasse  niodulo  AÄ 
p-i 

p  ^gx 

also  ergibt  sich,  wenn  x  die  Lösungen  von  (1)  durchläuft, 

X 

^log.^  +  n')  £  0{x)  +  2x(^i-j\6gx  +  0(1)) 

n  =  1 

=  X  \ogx  +  0{x), 
was  mit 

^log(J[  +  n2)^2  3og« 

«  =  1  n  =  1 

~  2x  logo; 
in  Widerspruch  steht. 
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